1. Košī problēmu parastajiem diferenciālvienādojumiem      

                     (DV) skaitliskās metodes

Aprakstot vielas koncentracijas U evolūciju laikā t un telpā (1D gadījumā ar koordināti x), apskata parciālo diferenciālvienādojumu  formā

                   Ut+(aU)x=(DUx)x +f(U),                                                   (1.1)

kur a=a(x,t), D=D(x,t) zināmas funkcijas (vielas pārneses ātrums, difūzijas koeficients), f(U)--- nelineāra funkcija, ar kuru var aprakstīt ķīmiskās reakcijas.


 Analizējot vienādojuma (1) atsevišķas daļas, ja koncentrācijas sadalījums ir homogēns telpā, iegūstam parasto diferenciālvienādojumu (DV) sistēmu 

                                          U’(t)= f(t,U(t)), t>0                                     (1.2)

ar uzdotu sākuma vērtību U(0).  Aprakstot ķīmiskās reakcijas, parasti atrisinājuma U komponentes ir nenegatīvas, ko ne vienmēr garantē izvēlētā skaitliskā metode. Piemēram, skalāra vienādojuma U’(t)=k U(t)2 analitiskais atrisinājums ir U(t)=U(0)/(1-kU(0)t). Šis atrisinājums ir pozetīvs, ja U(0)>0,

k>0, bet tas tiecas uz bezgalību, ja t = 1/(kU(0)) un pēc tam atrisinājums kļūst negatīvs. DV sistēma (2) ir arī taišņu metode vienādojumam (1). 

1.1 Kādas ķīmiskās reakcijas matemātiskais modelis.

       Kā 1.piemēru apskatīsim divu veida ķīmisko reakciju 
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, kuru apraksta DV sistēma

                 U1’(t)=-k1U1(t) + k2U2(t),

                 U2’(t)= k1U1(t) –k2U2(t),                                                     (1.3)

kur reakcijas konstantes k1,k2 > 0. Vektoru formā   sistēma ir 

                             U’(t)=AU(t) +g(t)                                                   (1.4)

ar matricu A=( 
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) un vektoriem U=(U1, U2)T, g (piemērā g=0). 

Šīs DV sistēmas analitiskais atrisinājums atkarībā no sākuma nosacījumiem U1(0), U2(0) ir formā

U1(t)=
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U2(t)=
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Viegli redzēt, ka  U1(t)+U2(t)= U1(0)+U2(0) neatkarīgi no t.

1.2 (- metode un tās  stabilitāte. 

Lietojot vienmērīgu laika režģi tn=n(, n=0,1,2,… ((- laika solis, n- laika slānis), apskatām tajā tuvinātās (režģa) vērtības un, kas aproksimē U(tn).  Lietojot divu slāņu (viena soļa) diferenču shēmu (DS) ar svaru ( ((-metode), aizstāj DV (2)  formā                                                                                       

un+1=un +(1-()(f(tn,un) +((f(tn+1,un+1), n (0, u0=U(0),                         (1.5)

kur parametrs ( ([0,1].

Lietojot šo diferenču shēmu  lineārai DV sistēmai (4) ar m-tās kārtas matricu A (piemērā m=2), iegūstam formulu

                  un+1=R((A) un+ (E - ((A)-1(gn+(,                                          (1.6)

 kur R((A)=(E-((A)-1(E+(1-()(A)ir pārejas matrica (stabilitātes matrica), gn+(=(1-()g(tn)+(g(tn+1), E---vienības matrica. Atkārtojot rekursiju (6), iegūstam diskrētās Košī problēmas (5) vai DS atrisinājumu
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,                                   (1.7)  kuram atbilst nepārtrauktās Košī problēmas (4) atrisinājuma integrālā forma                            
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                            (1.8)                                                                                                   

Redzam, ka matricām funkcijām R((A) un exp((A) jābūt tuvām. Ja matrica A ir normāla (AA*=A*A vai A ir ortogonāli īpašvektori, kurus pa kolonām var sakārtot matricā W, AW=WD, A=WDW-1, kur D=diag((k), (k---matricas A īpašvērtības, k=1(1)m), tad  exp(tnA)=Wexp(tnD)W-1, 
R((A)n=WR((D)n W-1 . Līdz ar to var iegūt novērtējumu 

|| exp(tnA)||(||W||||exp(tnD)||||W-1||=cond(W) max|exp(tn(k)|( Kexp(tn(), (1.9) kur cond(W)=||W|| ||W -1|| ≤ K ir matricas W nosacītības skaitļa novērtējums, (= max(Re ((k)). 

Apskatot sistēmas (4) vietā perturbēto sistēmu  

                      V’(t)=AV(t) +g(t) +((t),                                                   (1.10)

tad starpību e(t)=V(t)-U(t) var pierakstīt līdzīgā formā (8)
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Iegūstam novērtējumu
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             (1.11)

No (11) seko, ka kļūdas norma ||e(t)|| paliek ierobežota atkarībā no sākuma nosacījuma ||e(0)|| un vienādojuma labās puses ||((t)|| kļūdu normām (atrisinājuma stabilitāte no sākuma nosacījuma un labās puses). Praktiski pētot DS stabilitāti svarīgāk ir pētīt atkarību no labās puses t.i. ||e(0)|| ( 0, || ((s)||=0. Ja ( <0, tad no (11) seko, ka kļūda ||e(t)|| (0, ja t( ( (asimptotiskā stabilitāte).
Analogi   no (7) seko novērtējums
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un stabilitātei no sākuma nosacījumiem ir nepieciešami, lai pārejas matricas īpašvērtībām pastāvētu nevienādība 

                                 |R(( (k)| ( 1,                                                      (1 .13)

kur (k ir matricas A īpašvērtības ar ( ( 0. 

Ja matricas A visas īpašvērtības ir nepozitīvas ((=-|(|(0), tad no (13) seko nevienādības               -1( 1 - (|(|/(1+((|(|) ( 1,                                  (1.14)

Tātad  DS (6) stabilitātes nosacījums ir 

            ( (2/( max|(|(1-2()), ja  ( <0.5  un (<(,  ((0.5.                     (1.15)

 Piemērā (3,4) matricas A īpašvērtības  ir (1=0, (2=-(k1+k2). Ja apzīmē

 k1=k1/(k1+k2), k2=k2/(k1+k2), tad 
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Ja r=R(- ((k1+k2)), tad no R(( A)n =WR((D)n  W-1 seko, ka
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Ja |r| (1, tad pārejas matricas n-tā pakāpes norma paliek ierobežota (12,13),

t.i. pastāv nevienādības (15), kur max|(|=k1+k2.  Ja (=0 (atklātā Eilera metode), tad ((2/(k1+k2), ja (=1(aizklātā Eilera metode), tad DS ir stabila visiem (>0, ja ( =0.5 (aizklātā trapecas metode), tad DS arī ir absolūti stabila, bet lielām ((k1+k2) vērtībām r ( -1 un var sākties svārstības (skat. skaitliskos eksperimentus ar MATLAB, ja k1=1 un k2=10, 100, 1000).

1.3  Skaitliskie eksperimenti ar datorprogrammu MATLAB.


Vispirms pārbaudīsim MATLAB iebūvētās ODE  risināšanas programmas, iebūvētās funkcijas (solverus), kurus lieto atkarībā no DV stiegrības pakāpes (nestiegrās un stiegrās-stif). Ja iepriekš stiegrības pakāpi nezina, tad lieto vispirms solveru “ode45” un pēc tam “ ode15s”.  Risināšanas shēma parasti ir šāda:

1) reducē DV uz pirmās kārtas DV sistēmu (2)“ U’=f(t,U)”, kur U, f  ir vektori  kolonas,

2) izveido speciālu m-failu funkciju “MF(t,u)” DV normālsistēmas labās 

puses aprēķināšanai ar 2 ieejas argumentiem---neatkarīgais mainīgais “t” un vektors-kolona ”u”, kura garums ir vienāds ar  DV nezināmo skaitu, 

3) ar komandu “ [T, U] = solver(‘MF’,[t0 tmax], u0)” (t0,tmax---

mainīgā t izmaiņas robežas, u0--- sākuma nosacījumu vektors ) izsauc atbilstošu solveru: “ ode45”(4.kārtas Runges-Kutas nestiegrā vidējas precizitātes metode, ko parasti rekomendē sākuma risinājumam), “ode23” (2.kārtas Runges-Kutas nestiegrā zemas precizitātes metode), “ ode113”

( Ādamsa- Bešforta-Multona nestiegrā mainīgas un augstas precizitātes metode), “ ode23t”(stiegrā trapeces metode), “ode15s”(daudzsoļu Gīra stiegrā mainīgas precizitātes metode, lieto ja “ode45” nenodrošina precizitāti), “ode23s”(Rozenbroka stiegrā ātra, zemas precizitātes metode), 

“ ode23tb”( aizklāta Runges-Kuttas stiegrā, zemas precizitātes metode, kas var izrādīties efektīgāka par “ode15s”). Visi šie solveri strādā ar automātiski izvēlētiem laika soļiem, atkarībā no precizitātes.


Noformējam m-failu DV sistēmas (3)labajām pusēm“ lab(t,y)”(k1=1):
     function F = lab(t,u)

     k2=10;

     F = [-u(1)+k2*u(2);u(1)-k2*u(2)]; 

Izpildot komandu logā “>> u0=[0.1 0.9]; ode45(‘lab1’, [ 0 1],u0);” iegūstam grafiku pa soļiem ar sākuma nosacījumu U1(0)=0.1, U2(0)=0.9 laika intervālā [0,1], ja k2=10:
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Palielinot parametru (k2=100):

Redzam, ka solveram “ode45”vajadzīgi ļoti daudz  soļi. Ja k2=1000, tad

automatisko soļu skaits ir vēl lielāks.Lietojot solveru “ode15s”, ja k2=1000

iegūstam citu ainu (soļu skaits ir stipri mazāks):
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Ja k2=1000, tad līdzīgi “ode45” darbojas “ode23” un “ ode113”, līdzīgi

“ ode15s” darbojas “ode23t”, “ode23s” un “ode23tb”.


Tālāk eksperimentēsim ar (-metodi lietojot konstantu laika soli

 (=1/50 ar soļu skaitu N.
Šajā nolūkā veidojam m-failu funkciju “eksp1((,N)” :

%Sistema u'=-k1u+k2v, v'=k1u-k2v,u(0)=0.1,v(0)=0.9

%Teta metode ar tau=const, N-laika soļu skaits

function  eksp1(teta,N)

k1=1;k2=10; tau=1/50; L=N*tau; A=[-k1 k2; k1 -k2];

t=0:tau:L;N1=N+1;U0=[0.1; 0.9];E=eye(2,2);

A1=expm(A*tau);U(:,1)=U0; u(:,1)=U0;

A2=inv(E-teta*tau*A)*(E+(1-teta)*tau*A);

for i=2:N1

   U(:,i)=A1*U(:,i-1);u(:,i)=A2*u(:,i-1);

end

u1=U(1,:);u2=U(2,:);

v1=u(1,:);v2=u(2,:);

plot(t,v1,'ko',t,v2,'k-',t,u1,'k*',t,u2,'k:')

grid on 

title(sprintf('2 vdj. sist.,k1 = %4.2f k2=%4.2f tau=%4.2f teta=%4.2f',k1,k2,tau,teta))

legend('tuv.atr-u','tuv.atr-v','prec-u', 'prec-v')

Ja k2=10, (k1=1),(=0 (atklātā Eilera metode), tad izpildot komandu “ eksp1(0,50)” iegūstam grafiku (u=u1, v=u2):
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Ja k2=100, tad Eilera metode kļūst nestabila, kas ir redzams arī no grafika:
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2 vdj. sist.,k1 = 1.00 k2=10.00 tau=0.02 teta=0.00
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Ja  ( (0.5, tad DS ir stabila. Tomēr pie lielām k2 vērtībām var novērot svārstības, ja  (=0.5 un k2=1000, iegūstam grafiku:
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Palielinot (, svārstības samazinās, piemēram, ja (=0.9,k2=1000 no grafika

redzam, ka svārstības ir tikai 1.laika slānī:
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Ja (=1 (aizklātā Eilera metode), tad svārstības pazūd (skat. grafiku):
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Skaitliskie eksperimenti un analitiskais atrisinājums rāda, ka atrisinājums sākumā strauji mainās laikā, bet vēlāk samazinoties  

exp(-(k1+k2)t), tas kļūst stacionārs (laikā nemainās). Tā kā Lipšica konstante L=||A||=k1+k2, tad atklātā Eilera metode dod labus rezultātus, ja ( (2/L (ja k1=1, k2=1000, (=1/50, tad metode diverģē, sasniedzot skaitliski pat vērtību 10127). Salīdzinot trapeces metodi ((=0.5) ar aizklāto Eilera metodi ((=1), redzam, ka lielām  k2 vai (L vērtībām aizklātā Eilera metode ir precīzāka, lai gan formāli trapeces DS ir 2. kārtas aproksimācija, bet Eilera DS tikai 1. kārta (ja (L nav liels, tad tas ir acīmredzami). Tas ir saistīts ar to, ka DV sistēma (4) ar lielām L vērtībām ir stiegra (stiff) un praktiski to var aprēķināt tikai ar aizklāta tipa metodēm.

1.4 Atklātā Eilera-Ņūtona metode.


Uzlabojot atklāto Eilera metodi ar Ņūtona metodes modifikāciju

DV (2), iegūstam 2-slāņu DS formā 
                 (un+1- un)/(= ((an()f(tn, un), n (0, u0=U(0),                      (1.17)

kur an =fU(tn, un) ir parciālais atvasinājums, ((an()=(an()-1(exp(an()-E) ir matrica funkcija (skalāram vienādojumam (2) vienības matricas E vietā jāraksta 1). DS (17) iegūst, apskatot (2) labo pusi segmentā [ tn, tn+1] formā  f(tn,Un)+ an (U-Un) un atrisinot iegūto lineāro DV pret U analitiski, pieņemot, ka U(tn)=un. Lineārās DV sistēmas (4) gadījumā an=A un ja g=0, tad no (17) seko, ka  un+1=exp(A() un , un=exp(Atn) u0,t.i.,iegūstam precīzo atrisinājumu. Ja ( ( 0 , tad DS (17) ir stabila.

1.5   (- metodes precizitāte un konverģence.  

Pētot DS (5) lokālo kļūdu un konverģenci, ievietojam Košī problēmas (2) atrisinājumu U(t) DS-ā (5)

          U(tn+1) =U(tn)+ (1-()(U’( tn) +(( U’(tn+1) +( (n ,                   (1.18)

kur  (n=0.5(1-2()(U’’(tn) + 1/6(1-3() (2U’’’(tn) +O((3) ir lokālā aproksimācijas kļūda t.i. starpība starp DS (5) labo un kreiso pusi, izdalītu ar τ, ja un=U(tn). Tātad  |(n| =O((), ja ( (0.5 un |(n| =O((2), ja (=0.5.

Konstantes, kas ieiet novērtējumos O((p), ir atkarīgas no atvasinājumu moduļu novērtējumiem, bet ne no Lipšica konstantes L. 


Ja problēma ir lineāra f(t,U)=AU+g(t), tad kļūdai en=U(tn)-un , atskaitot no (18) DS (5), ir spēkā rekursija

                en+1 =en + (1-()(Aen  + ((Aen+1 +( (n .                          (1.19)

No šejienes seko, ka  

                 en+1 =R((A)en +(n, n ( 0, e0=U(0)-u0,                             (1.20)

ar R((A)=(E-((A)-1(E+(1-()(A) un  (n= (E-((A)-1( (n.

No (20), ja  ||(E-((A)-1|| ( C,

                 || R((A)n|| ( K , n (0, n( ( T,                                           (1.21)

seko, ka      ||en|| ( K ||e0|| +K 
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Ja  ||(n|| ( C (p un u0=U(0), tad globālai kļūdai ir spēkā novērtējums

                        || U(tn) – un|| ( KTC (p ,  n( ( T,                                (1.23)  

t.i. mēs iegūstam konverģenci ar kārtu p>0 (p=1 vai 2). Šeit svarīgs ir DS stabilitātes novērtējums (21) .

1.6    Stabilitāte pētīšana modeļa DV, atklātā trapeces (Eilera-Ņūtona) metode.

Apskata skalāru, kompleksu modeļa DV formā

                    U’(t)= ( U(t)                                                                (1.24)

ar kompleksu parametru (. Lietojot (-metodi iegūstam šī testa vienādojuma

aproksimāciju 

         un+1=R((() un,     R(z)=(1+(1-()z)/(1-(z),                              (1.25)

kur R(z) ir stabilitātes funkcija. Ja vn ir tuvinātais atrisinājums DV (24) ar perturbētu sākuma nosacījumu v0( u0 , tad starpība (kļūda) en=vn-un arī apmierina rekurences sakarību (25), t.i.

                     en= (R((())n e0.                                                            (1.26)

No stabilitātes funkcijas īpašībām atkarājas perturbācijas izturēšanās laikā

(augšana vai dilšana). Sākuma punkta apkārtnē (z=0), R(z)=1+z+(z2 +O(z3),

tātad R(z)=ez +O(zp+1), kur  p=2, ja (=0.5 un p=1, ja ( (0.5. No DV (24) seko, ka U(tn+1)=exp((()U(tn), U(tn)=exp(tn()U(0), e(tn)=exp(tn()e(0), tn=n(.

Tātad DV (24) pārejas modulis uz (n+1)-ā laika slāņa no n-tā ir ez, bet DS---

R(z). Par DS (metodes) stabilitātes apgabalu sauc kopu

                                      S={z ( C: |R(z)| ( 1}                                   (1.27)  

kompleksā plaknē C. Ja kopa S satur kompleksās plaknes kreiso pusplakni

Re(z) ( 0, tad DS sauc par A-stabīlu (Dalkvists, 1963) vai absolūti stabilu.

Tas ir saistīts ar to, ka arī  |exp(z)| ( 1, ja Re(z)( 0. 

Ja z=x+iy un (< 0.5, tad no (25,27) seko nevienādība 

                (x+1/(1-2 ())2+y2 ( 1/(1-2().                                          (1.28)

Tātad stabilitātes apgabals S ir riņķis kompleksās plaknes kreisajā pusē ar centru punktā x=-1/(1-2() (uz reālās ass) un rādiusu 
[image: image13.wmf])
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. Ja (=0, tad tas ir vienības riņķis. Ja (=0.5, tad šī riņķa iekšpuse sakrīt ar visu kreiso pusplakni (Re(z) ( 0) un (-metodes DS kļūst absolūti stabila (A-stabila). Ja 

( >0.5, tad nevienādība (28) ir formā

                      (x-|1/(1-2 ()|)2+y2 ( |1/(1-2()|                                    

un stabilitātes apgabals S ir visa kompleksā plakne ārpus riņķa, kura rādius

ir 
[image: image14.wmf]|
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 un kurš atrodas labajā pusplaknē ar centru punktā 

x=1/|(1-2()|. Ja (=1, tad šis riņķis kļūst par vienības riņķi.


DS  ir stingri A-stabila, ja |R(()| <1 un L-stabila, ja  |R(()|=0. 

DS ((-metode) ir stingri A-stabila, ja  ( >0.5 un L-stabila, ja (=1. Ja (=0.5,

tad  R(()=-1 un uz imaginārās ass |R(iy)| =1, t.i. mēs esam uz A-stabilitātes robežas. Ja testā (24) parametrs ( ir reals negatīvs, tad stingrā A-stabilitāte  nozīmē, ka skaitliskais atrisinājums apmierina nevienādību |un+1|< |un|, t.i. tas laikā dilst tāpat kā precīzais atrisinājums. No otras puses, ja ( ir tīri imaginārs, tad īpašība |un+1|= |un| ir vairāk dabiska.


Lineārām sistēmām nosacījums (13) rāda, ka normālai matricai A ar kārtu m no ((k ( S, 1( k( m, seko ||R((A)|| ( 1 un arī ||R((A)n|| ( 1 visiem 

n ( 1.


Aizklāto trapecas metodi ((=0.5) var modificēt kā atklātu (Eilera-Košī metode) , ja par prediktoru lieto atklāto Eilera metodi , proti

       un+1=un +0.5(f(tn,un) +0.5(f(tn+1,un+(f(tn,un) ).                           (1.29)

DS (29) ir 2.kārtas aproksimācija un stabilitātes funkcija ir

           R(z)=1+z+0.5z2.

Lietojot datorprogrammas MAPLE komandas

restart:with(plots):implicitplot((1+x+0.5*(x^2-y^2))^2+(y+y*x)^2-1,

x=-2..1,y=-2..2,view=[-4..0,2..2],color=black, thickness=3);

iegūstam kompleksā plaknē z=x+iy stabilitātes apgabala (elipses veida) robežas (|R(z)|2 =1). Šis apgabals imaginārās ass virziena ir plašāks nekā atklātajai Eilera metodei (-1.73 <y< 1.73 (Eilera metodei  |y| ( 1, skat. zīm.). 
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Tomēr šis stabilitātes apgabals  ir šaurāks nekā aizklātai trapecas metodei.

1.7      Integrācijas metodes laikā, Runge-Kuttas (RK) metodes. 

Apskatot Košī problēmu DV m-vienādojumu sistēmai (2) ar sākuma nosacījumu U(0)=U0, pētīsim dažādas metodes (diferenču shēmas DS) integrācijai laikā t, lietojot vienmērīgu  režģi tn=n (, n=0,1,…, kur ( >0 ir laika solis, un ir tuvinātais diskrētais atrisinājums, kurš aproksimē nepārtraukto Košī problēmas atrisinājumu U(tn) laika momentā tn. Šajā nolūkā apskatīsim  dažādas Runge-Kuttas metodes (RK)un to modifikācijas.


Tās ir 2-slāņu metodes DS (viena soļa), kuras no aprēķinātās vērtības un, veicot pārrēķinus segmenta [tn, tn+1] starppunktos tn +cj(, atrod jauno vērtību un+1. Vispārīgā RK metodes ir formā:
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  (1.30)

Šeit ai,j, bi ir RK metodes koeficienti un ci=
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spēkā sakarība 
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. Shematiski (30) var attēlot ar Batčera diagrammu
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, kur c ir vektors-kolona, bT --- vektors rindiņa,  
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 s-kārtas matrica ar elementiem ai,j. Atklātām RK metodēm  
[image: image20.wmf]·

A

 ir apakšējā trīsstūra matrica, ieskaitot diagonāli. Vienkāršākās RK atklāto metožu formulas var pierakstīt ar diagrammām:

1)  1. kārtas RK (Eilera) metode---   
[image: image21.wmf]1
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2)  2. kārtas RK (atklātā trapeces) metode (29)---         
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3) 3.kārtas RK (Hoina) metode--- 
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4) 4.kārtas RK (standarta, simetriskā ) metode---
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 Aizklāto RK metožu diagrammu piemēri:

1) 1. kārtas RK (Eilera) metode--- 
[image: image25.wmf]1
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 ,

2) 2. kārtas RK (aizklātā trapeces) metode---  
[image: image26.wmf]2

/

1

2

/

1

*

2

/

1

2

/

1

1

0

0

0

 ,

3) 3. kārtas RK metode --- 
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Aizklātās RK metodes ir stabilākas par atklātajām, toties to realizācija ir sarežģītāka, jo jālieto iterācijas (Ņūtona). Priekšrocība ir diagonāl-aizklātām

RK metodēm, kad  
[image: image29.wmf]·

A

 ir trijstūra matrica.


Pētot RK metožu (30) stabilitāti testa skalāram DV (24), iegūstam rekurences sakarību  un+1=R(z)un, kur R ir stabilitātes funkcija, z= ((.

 No (30) seko, ka 

                           R(z)=1+zbT(E-z 
[image: image30.wmf]·

A

)-1(1,1, …,1)T ,                        (1.31)

t.i. atklātām RK metodēm funkcija R(z) ir polinoms, kura pakāpe nepārsniedz s, bet aizklātām metodēm šī funkcija ir racionāla funkcija, kuras 

skaitītājs un saucējs ir polinomi ar pakāpi ( s. Tātad atklātai RK metodei

       R(z)= 1+z+1/2 z2 + . . . +1/s( zs                                             (1.32)

ir Teilora rindas nogrieznis funkcijai ez. Ja s=1, tad (32) ir stabilitātes funkcija atklātai Eilera metodei; s=2---  atklātai trapeces formulai;

s=3--- Hoina 3. kārtas metodei; s=4--- standarta RK 4.kārtas metodei .

Stabilitātes apgabalu robežas pēdējām 2 metodēm ir redzami no grafikiem:

[image: image71.png]=3
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Stabilitātes funkcija p-tās kārtas RK metodei aproksimē exp(z) šādi:

                    R(z)= exp(z) +O(zp+1).                                           (1.33)

Aizklātai Eilera un trapeces metodei (vispār (-metodei) stabilitāte tika pētīta

iepriekš. Kā piemēru apskatīsim aizklāto RK metodi ar parametru (, kuru var pārrakstīt šādi:   un+1=un+0.5 ( (k1+k2), kur k1=f(tn+((, un+(( k1),

k2=f(tn+((1-(), un+(((1-2() k1+( k2)). Ja f(t,u)= (u, tad iegūstam

k1= (/(1-(z) un, k2= ((1-3(z+z)/(1-(z)2 un, un+1= un(1+0.5z(1/(1-(z)+

 (1-3(z+z)/(1-(z)2). Tātad stabilitātes funkcija ir 
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Formulu (34)var iegūt arī tieši no (31).Ja (=0,tad iegūstam atklātās trapeču metodes stabilitātes funkciju. No abām ( vērtībām     
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, kuras nodrošina 3. kārtas aproksimāciju, A-stabilitātei der tikai vērtība ar + zīmi, jo A-stabilitātes nosacījums ir formā   ( ( ¼.

 Aprēķinot stabilitātes apgabala robežas, ja (=0.2 ar MAPLE iegūstam:

restart:with(plots):g:=0.20:g1:=0.5-2*g+g^2:

 implicitplot((1+(1-2*g)*x+g1*(x^2-y^2))^2+((1-2*g)*y+

 2*g1*y*x)^2-((1-g*x)^2-g^2*y^2)^2-(2*(1-g*x)*g*y)^2,

 x=-15..0,y=-6..6,view=[-15..0,-6..6],title=`\gamma=0.2`,color=black, thickness=3);

[image: image73.png]


Palielinot ( stabilitātes apgabals palielinās un, ja (=0.25, tas aizņem visu kreiso pusplakni. Ja ( >0.25, tad stabilitātes apgabals iespiežas arī kompleksās plaknes z labajā pusē. Ja (=1, tad stabilitāres apgabals S aptver gandrīz visu plakni, izņemot nelielu slēgtu riņķveida apgabalu (skat. zīm.).
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, tad |R(()|=0, t.i. spēkā L-stabilitāte.

Ja R(z) ir racionāla funkcija, kura skaitītāja pakāpe ir s0-ās pakāpes polinoms, bet saucējs ir s1-ās  pakāpes polinoms, tad maksimālā RK metodes

DS aproksimācijas kārta ir p=s0+s1.  Racionālu funkciju ar šādu aproksimācijas kārtu sauc par Padē aproksimāciju.  Atklātām RK metodēm R(z) ir p-tās pakāpes polinoms, bet aizklātām ---Padē aproksimācijas racionāla funkcija.Apskatot 2-soļu Gausa metodi ar 4.kārtas aproksimāciju

formā    
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. Šeit s0=s1=2, p=2s0=4.

Zināms, ka Padē aproksimācija ir A-stabila (Ehle, 1969), ja pastāv nevienādības      s1-2 (  s0 ( s1. Tātad šī RK metode ar Gausa aproksimāciju ir stabila.

 
Apskatot lineāras DV sistēmas (4)  ar m-tās kārtas matricu A iegūstam

rekursīvu sakarību
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kur R ir stabilitātes funkcija (31) un racionālā funkcija 

                         Qj=bT(E-z 
[image: image36.wmf]·

A

)-1ej ,                                                      (1.36)

kur ej ir vienības vektors-kolona, kura j-tais elements ir vienāds ar 1, bet pārējie vienādi ar 0. Pētot stabilitāti pēc sākuma nosacījumiem, pieprasa lai

stabilitātes funkcija R((A) būtu ierobežota. Ja A ir normāla matrica 

A=WDW-1,  D=diag((1, . . . , (m), tad R((A)=Wdiag(R(z1), . . . , R(zm))W-1,

kur zj =((j. No šejienes seko, ka tiklīdz zj (S, j=1(1)m, tad 

||R((A)n|| ( cond(W) visiem n ( 1 vai || R((A)|| ( 1.

1.8 Rozenbroka tipa metodes.


Stiegru (stiff) DV artisināšanai lieto aizklātās RK tipa metodes –Rozenbroka (1963) metodes. Autonomai DV sistēmai U(t)’=f(U(t)) šīs metodes s- soļu formula ir formā
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kur J=Jn ir Jakobi matrica f’(un). Šīs metodes koeficientus līdzīgi RK metodei izvēlās tā, lai būtu spēkā aproksimācija un stabilitāte. Katrā laika solī šeit jārisina linēāra algebriska vienādojumu sistēma ar matricu E-(ii(J. Metode ir līdzīga diagonāli aizklātai RK metodei, lietojot Ņūtona iterācijas. Lai ekonomētu lineārās sistēmas atrisināšanu koeficientus (ii= ( izvēlas konstantus. Ja formulās (37) J=0, tad iegūst atklātās standarta RK metodes

formulas. Rozenbroka metodei stabilitātes funkcija ir formā 

R(z)= P(z)/(1-(z)s,     P(z) ir polinoms kura pakāpe nepārsniedz s.

Apskatīsim dažus Rozenbroka metožu piemērus:

1) viena soļa metode---  un+1=un+k1,  k1=( f(un) +((Jk1 ir ar 2.kārtu, ja (=0.5,

stabilitātes funkcija R(z)=(1+(1-()z)/(1-(z), t.i. iegūstam (-metodi, kura ir A-stabila, ja ((0.5 un L-stabila , ja (=1( precizitāte nemainās, ja J=f’(tn)+O(());

2) 2- soļu   metode:   

 un+1=un+b1k1+ b2k2,   k1=( f(un) +((Jk1, k2=( f(un + (21k1)+(21(Jk1 +((Jk2,

                                                                                                                 (1.38)                                                         

kur     b1=1-b2, (21=1/(2b2),  (21=- (/b2. Stabilitātes funkcija ir formā (34) un

metode ir A-stabila, ja ( ( 0.25 un L-stabila, ja ( =1 
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(praksē lieto vērtību b2=0.5).

1.9   RK metožu precizitāte.


Pētot Rk metožu precizitāti, ievietojot izteiksmē (35) DV precīzo atrisinājumu U(t) iegūstam
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kur (n ir lokālā aproksimācijas kļūda. Izslēdzot avota locekli g no (39) izmantojot DV sistēmu (4)  g(tn+cj()=U’(tn+cj() –A U(tn+cj(), un lietojot Teilora rindas izvirzījumu punkta tn apkārtnē iegūstam

        ( (n = 
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kur   
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Ja p ir RK metožu precizitātes kārta  ((n=O((p)), tad 

                         Hk(z)=O(zp+1-k) , 0( k(p.                                     (1.41)

Ja  Hk(z) =0, k=0,1,. . . , q, tad RK metode ir precīza, ja U(t) ir polinoms, kura pakāpe nepārsniedz q (tā kā RK metožu kārta pārsniedz 1, tad H0=H1=0). Novērtējums (n=O((p) ir iegūstams tikai tad, ja metode ir stabila,t.i. lielumi Hk((A)ir ierobežoti.

 
Klasiskai RK 4.kārtas metodei (q=1,p=4) polinomi Qj ir

Q1=1/6+z/6+z2/12+z3/24, Q2=1/3+z/6+z2/12, Q3=1/3+z/6, Q4=1/6.

No šejienes seko

H2(z)=z3/48, H3(z)=z3/96-z2/48, H4(z)=z3/192-z2/48+z/24, kas veido

((n=
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kur B=(A.  Ja ||A|| ir ierobežota, tad  (n=O((4). Ja DV sistēma (4) ir iegūta kā taišņu metode aproksimējot parciālo DV, tad var būt B=O(1), kas dod tikai (n=O((), t.i. 1.kārtas aproksimāciju. No (42) ir redzams, ka (n=O((2),  ja A U(2)=O(1); (n=O((3), ja A U(3)=O(1), A2U(2)=O(1); (n=O((4), ja A U(4) =O(1), A3 U(2)=O(1), A2U(3)=O(1). Tas nozīmē, ka aproksimācijas kārta ir atkarīga no atvasinājumu un matricas A ierobežotības.


Norsets (1974) ir konstruējis diagonāl-aizklāto RK 3-soļu (s=3)

metodi (p=4,q=1) formā:   
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kur 
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 Šī metode ir A-stabila.

1.10  Atklāto RK metožu stabilizācija.


Atklātās RK metodes var stabilizēt, ja lieto 1. veida Čebiševa polinomus Ts(x)=cos(s arccos(x)), x ( [-1,1]. Ja testa modeli (24) apskata ar

reālu ( <0, tad bR ir stabilitātes robeža, ja segments [-bR,0] ir lielākais kompleksajā plaknē z segments uz negatīvās reālās ass, kurš ietilpst  stabilitātes apgabalā S (27). Stabilitātes funkcija atklātām s-soļu RK metodēm ir s-tās pakāpes polinoms

                    R(z)=g0+ g1z +g2z2+ . . . , gszs ,                                        (1.44)

kur g0=g1=1 pirmās kārtas precizitātei.

Van der Hovens (1996), lietojot pārbīdītos Čebiševa polinomus

Ps(z)=Ts(1+z/s2), ir parādījis, ka optimālais bR=2s2. No Ts(x) definīcijas seko, ka |Ps(x)|( 1, ja –2s2 ( x( 0. Koeficientus gi  var atrast no rekurences sakarības gi =(1-(i-1)2/s2)/(i(2i-1))gi-1, i=2,. . . .Tie dilst, augot indeksam i, bet ja i ir fiksēts un s ((, tad gi (2i/(2i)!. Piemēram, izrakstot P5(z), iegūstam

g2=4/25, g3=28/3125, g4=16/78125, g5=16/9765625. Izveidojam  MAPLE komandas, kas izskaitļo stabilitātes apgabala S robežas polinomam P5(z):

 restart:with(plots):

 implicitplot(evalc(abs(1+x+I*y+4./25*(x+I*y)^2+28./3125*(x+I*y)^3+

 16/78125*(x+I*y)^4+ 16/9765625*(x+I*y)^5))-1,x=-50..1,y=-6..6,

 view=[-50..1,-6..6],title=`P5(z)`,color=black, thickness=3);
Palaižot šīs komandas iegūstam grafiku:

[image: image75.png]gamma=1




Par atklāto RK metožu stabilizācijas algoritmiem skat. grāmatu:

W.Hundsdorfer, J.G.Verwer “ Numerical solution of time-dependent advection-diffusion-reaction equations”,Springer,2003, 471 pp. 


Atņemot no (35), (39) iegūstam kļūdas en=U(tn)-un novērtējumu

                                 en+1= R((A) en + ( (n .                                   (1.45)

Ja ir spēkā vispārīgais stabilitātes kritērijs || R((A)n|| ( K, n (0 un e0=0, tad precizitātes kārta sakrīt ar aproksimācijas kārtu.

1.11      Lineārās daudzsoļu metodes.

Lineāru k-soļu metodi definē ar formulu
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kura izmanto k vērtības un, . . . , un+k-1 lai izskaitļotu aizklāti un+k. Šī (k+1)-slāņu DV ir atklāta, ja (k=0. Pieņemsim, ka (k >0. Ja k=1, tad iegūst RK un 

(- metodes. Lai aprēķinus varētu uzsākt pēc formulas (46) ir sākumā jāuzdod vērtības u0, u1, . . . ,uk-1 (u0=U(0)),kuras var aprēķināt  ar citām viena soļa metodēm.


Ievietojot (46) precīzo atrisinājumu U(t) visos  laika momentos, iegūstam 
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kur  ( (k)-1 (n+k-1 ir lokālā aproksimācijas kļūda. No teilora rindas izvirzījuma punkta  tn apkārtnē, ievērojot, ka U’(t)=f(t,U), seko

( (n+k-1 = C0U(tn) + (C1U’(tn) +(2C2 U’’(tn) + . . .,

kur     
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Pielīdzinot C0=0, Ci=0, ja i=1,2, . . .,p, iegūstam lineāru algebrisku (p+1) vienādojumu sistēmu koeficientu (46) noteikšanai, fiksējot vienu no tiem. Tā

iegūstam p-tās precizitātes kārtas vairāksoļu metodi. Ja p=2k, tad vienādojumu sistēma ir slēgta, bet, ja p<2k, tad 2k-p nezināmie paliek brīvi

nenoteikti, kurus var izmantot metodes stabilitātes stiprināšanai.

 
Minēto vienādojumu sistēmu kā arī aproksimācijas kļūdas precizētu novērtējumu var iegūt ar nenoteikto koeficientu metodi. Šajā nolūkā pieņemam hipotēzi, ka  

                           (n+k-1= U(p+1)((k) (p Cp/(p+1)!,                               (1.49)

kur tk < (k < tn+k, Cp ir nezināma konstante. Izteiksmē (47) izdarām normēšanu, pārejot uz lokālu argumentu x=(t-tn)/( vai t= x( +tn . Fiksējot

(iesaldējot) mainīgos ( un tn , ievedam funkciju V(x)=U(x( +tn) un ievērojot, ka V’=U’/(, V(p+1)=U(p+1)/(p+1, no (47) iegūstam 
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kur  (((0,k). Tālāk, izvēloties par V(x) = xi (i=0,1, …, p)- elementāras pakāpju funkcijas, kuru kombinācija ir polinomi un tie savukārt ir Teilora rindas nogriežņi, no (50) iegūstam vajadzīgo vienādojumu sistēmu
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Ja V(x)=xp+1, tad no (50) nosakām konstanti Cp
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Ja p=2k un Cp=0, tad precizitāti var paugstināt.

Apskatīsim dažus daudzslāņu DS piemērus:

1) un+2- un=2( fn+1 ( fj=f(tj, uj) )--- 2-soļu atklātā Ritčardsona metode vai 2-soļu atpakaļ diferenciālās formula (BDF) ar k=2,(0=-1,(1=0, (2=1, (0=(2=0, (1=2, C2=2, p=2,          

2) 1.5un+2-2un+1+0.5un=(fn+2 --- 2-soļu aizklātā Richtmeiera-Mortona metode ar k=2, (0=0.5, (1=-2, (2=1.5,(0=(1=0, (2=1, C2=-2, p=2,

3) un+2-un=(/3 (fn+2+4fn+1+fn)--- 2-soļu Simpsona metode ar 

k=2, (0=-1, (1=0, (2=1,(0=1/3, (1=4/3, (2=1/3, C4=-4/3,p=4,

4) un+2-un+1= ((3/2 fn+1 –1/2 fn)--- atklātā 2-soļu Ādamsa-Bašforta metode   

ar k=2, (0=0, (1=-1, (2=1, (0=-1/2, (1=3/2, (2=0, C2=5/2, p=2,

5) un+3-un+2=(( 23/12 fn+2-16/12 fn+1+5/12 fn)--- atklāt 3-soļu Ādamsa-Bašforta metode ar k=3, (0=(1=0, (2=-1, (3=1,(0=5/12, (1=-16/12, 

     (2=23/12, (3=0, C3=-1 ,  p= 3,

6) un+2-un+1= ((5/12 fn+2 +8/12 fn+1 –1/12 fn)--- aizklātā 2-soļu Ādamsa-Multona metode ar k=2, (0=0, (1=-1, (2=1, (0=-1/12, (1=8/12, (2=5/12, C3=-1, p=3,

7) un+3-un+2=(( 9/24 fn+3+19 /24 fn+2-5/24 fn+1+1/24 fn)--- aizklātā 3-soļu 

    Ādamsa-Multona metode ar k=3, (0=(1=0, (2=-1, (3=1,(0=1/24,

     (1=-5/24, (2=19/24, (3=9/24, C4=-19/6,  p=4,

8) 11/6 un+3- 3 un+2+3/2 un+1-1/3 un =( fn+3---3-soļu aizklātā metode vai 

     3-soļu  BDF ar  k=3, (0=-1/3, (1=3/2, (2=-3, (3=11/6, (0=(1=(2=0,(3=1,  

     C3=-6, p=3,

9)  3/2 un+2 –2 un+1+1/2un=((2 fn+1 –fn)--- 2-soļu ekstrapolācijas atklātā   

      metode ar k=2, (0=0.5, (1=-2, (2=1.5,(0=-1,(1=2, (2=0, C2=4, p=2,

10) 11/6 un+3- 3 un+2+3/2 un+1-1/3 un =( (3fn+2-3 fn+1+fn)---3-soļu 

     ekstrapolācijas atklātā metode ar  k=3, (0=-1/3, (1=3/2, (2=-3, (3=11/6, 

    (0=1, (1=-3, (2=3, (3=0, C3=18, p=3.


Pētot DS (46) stabilitāti testa problēmai (24), iegūstam k-tās kārtas homogēnus diferenču vienādojumus
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kur z=((. Meklējot atrisinājumu formā un=(()n, iegūstam k-tās pakāpes raksturīgo polinomu
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Stabilitātes nosacījums ir: visām polinoma (54) saknēm jāatrodas vienības riņķī, t.i.      |(| ( 1,                                                                       (1.55)

pie kam vienādība ir pieļaujama tikai vienkāršām saknēm. Nosacījumu (55)

sauc par stabilitātes sakņu nosacījumu. Viena no polinoma (54) saknēm aproksimē exp(z) (to sauc par principālo sakni), bet citas (k-1) saknes ir parazitiskās, kuru lielumi arī nosaka DS stabilitāti.   

 Piemēram 2-soļu atklātai Ritčarsona metodei (1) raksturīgais polinoms ir P2(() = (2 –2z ( -1, kuram ir 2 saknes 
[image: image55.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf],
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 kur (+ ir principāla sakne, bet (- ir parazītiska. Sakņu reizinājums ir –1, tāpēc, ja |(|=1, var rakstīt,  ka (+= exp(i(),  (-=-exp(-i() un z=((2-1)/(2()=isin(() un stabilitātes apgabals ir S={z(C: Re(z)=0, |z|<1}. Tātad stabilitātes apgabals ir segments uz imaginārās ass starp –i un +i .  Tā kā  

      un=C1 e ni(+ (-1)n C 2 e -ni( 

(C1, C2 ir patvaļīgas konstantes), tad uzdodot u0=1, u1=1+z, iegūstam diferenču vienādojumu atrisinājumu  

  un=(1+cos(())/(2cos(()) e ni( +(-1)n (-1+cos(())/(2cos(())e -ni(,n>1, 

kur 1. saskaitāmais atbilst principālai saknei, bet otrais parazitiskai saknei,

kura dēļ tuvinātā atrisinājumā var sākties svārstības, augot n. Tātad modeļa vienādojumu (24) var risināt, ja (=i (Šrēdingera tipa vienādojums).

Vispārīgi pētot DS (46) stabilitāti, pielīdzinot (54) nullei, iegūstam

                   z=P1(()/P2((), kur P1(() = 
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Tā kā uz stabilitātes apgabala robežas raksturīgā polinoma (54) saknēm jābūt 

pēc moduļa vienādām ar 1, tad var ņemt (= exp(i(), kur (([0, 2(] un iegūst stabilitātes līkni no vienādojuma

               z=P1(ei()/P2(ei(), (([0, 2(].                                              (1.56)

Sastādot MAPLE programmu atklātās Ādamsa-Bašforta 2-soļu metodes (4) stabilitātes pētīšanai (P1(()=(2-(, P2(()=3/2(-1/2), iegūstam:

 restart:with(plots):

 complexplot(((2*(cos(x)+I*sin(x))^2-

 2*(cos(x)+I*sin(x)))/(3*(cos(x)+I*sin(x))-1)),x=0..2*Pi,

 title=`k=2`,color=black, thickness=3);
[image: image76.png]Pi(»)





Apskatot 3 soļu metodi (5)   (P1(()=(3-(2, P2(()=23/12(2-16/12(+5/12), iegūstam šādas stabilitātes apgabala robežas:

[image: image77.png]



Redzam, ka stabilitātes apgabals atklātām metodēm sašaurinās, palielinoties k.

 Apskatot Ādamsa-Multona  aizklātās DS (6,7), ja k=2 (P1(()=(2-(, P2(()=5/12(2 +8/12(-1/12) un  k=3 (P1(()=(3-(2, P2(()=9/24(3 +19/24(2-5/24 ( +1/24), iegūstam šādu stabilitāšu apgabalu robežas:

[image: image78.png]


[image: image79.png]



Neskatoties uz to, ka Ādamsa-Multona metode ir aizklāta DS, tā nav A-stabila (uz negatīvās reālās ass stabilitātes apgabalā ir nogrieznis [-6,0], ja k=2 un [-3,0], ja k=3), pie kam stabilitātes  apgabals strauji samazinās, augot k. Tas ir šaurāks arī ekstrapolācijas 2-soļu un 3-soļu metodēm (9,10). 


Aizklātās DS (2,8) ir A-stabilas, kas ir redzams no grafikiem (šeit  

[image: image80.png]


P1(()=3/2(2 - 2( +1/2, P2(()=(2 , ja k=2 un P1(()=11/6(3 - 3(2 +3/2(-1/3, ja k=3):

[image: image81.png]



Stabilitātes apgabals ir ārpus šiem ieslēgto līkņu apgabaliem, t.i. visa kompleksās plaknes kreisā pusplakne, ja k=2 (A-stabila DS, tāpat kā aizklātā

Eilera metode, ja  k=1), t.i. faktiski tiek zīmēta nestabilitātes apgabala robeža. Ja k ( 3, tad šīm aizklātām DS kreisajā pusplaknē imaginārās ass tuvumā parādās plaknes apgabals, kurš neietilpst stabilitātes apgabalā S (skat. zīm. ja k=3), t.i. eksistē leņķis (, ka |arg(-z)| ((, kur (<900. Ja ( =900, tad metode ir A-stabila, citādi  A(()-stabila (3-soļu aizklātā BDF metodei (= 860). Palielinoties k, leņķis ( samazinās, ja, k=4;5;6, tad atbilstoši (=730;510; 170 (Gear, 1971.g. parāda, ka BDF metode ir nestabila, ja k=7).  Parasti BDF metodi lieto, ja k( 5.

Aprēķināsim ar MAPLE BDF 5-soļu DS nestabilitātes apgabalu, lietojot nenoteikto koeficientu metodi, (n=6 DS koeficienti, A-lineārās algebriskās sistēmas matrica, b-labās puses vektors, c – BDF metodes koeficientu vektors, c6 un+5+c5un+4 +…, E=Cp, p=5) . Nestabilitātes apgabalu zīmēsim arī, ja k=4;6;7.

> restart: 

> with(linalg):n:=6:b:=vector(n,i->(i-1)*(n-1)^(i-2));

> A:=matrix(n,n,0):
                    b := [0, 1, 10, 75, 500, 3125]

> A[1,1]:=1:

> for i from 1 to n do A[i,2]:=1: od:

> for i from 1 to n do A[i,3]:=2^(i-1):od:

> for i from 1 to n do A[i,4]:=3^(i-1) od:

> for i from 1 to n do A[i,5]:=4^(i-1) od:

> for i from 1 to n do A[i,6]:=5^(i-1) od:

> evalm(A);
                [1    1     1      1        1             1]

                [0    1     2      3       4              5]

                [0    1     4      9      16            25]

                [0    1     8     27      64         125]

                [0    1    16     81     256       625]

                [0    1    32    243    1024    3125]

> rank(A);det(A);c:=linsolve(A,b);

                                  6

                                34560

               c:= [-1/5, 5/4, -10/3, 5, -5, 137/60]

> E:=c[2]+2^n*c[3]+3^n*c[4]+4^n*c[5]+5^n*c[6]-n*(n-1)^(n-1);

> E/n!;
                              E := -120

                                 -1/6

> with(plots):complexplot((c[6]*exp(5*I*x)+     

> c[5]*exp(4*I*x)+c[4]*exp(3*I*x)    

 +c[3]*exp(2*I*x)+c[2]*exp(I*x)+c[1])/exp(5*I*x),x=0..2*Pi,  

   title=`k=5`,color=black, thickness=3);

[image: image82.png]
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[image: image84.png]
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 Redzam, ka augot k nestabilitātes apgabals palielinās. Aprēķini ir šādi:

1) k=4, c=[1/4, -4/3, 3, -4, 25/12], E=C4=-24;

2) k=6, c=[1/6, -6/5, 15/4, -20/3, 15/2, -6, 49/20], E=C6=-720;

3) k=7, c=[-1/7, 7/6, -21/5, 35/4, -35/3, 21/2, -7, 363/140], E=C7=-5040.

Interesanta ir 2-soļu aizklātā Simpsona metode ar 4. kārtas aproksimāciju. Pētot stabilitāti, iegūstam

> restart:with(plots):

> complexplot((exp(2*I*x)-1)/(1/3.*exp(2*I*x)+4/3.*exp(I*x)

[image: image86.png]


> +1/3.),x=0..2*Pi, title=`Simpsona DS`,color=black, thickness=3);

 Redzam sarežģītu stabilitātes apgabalu (reāliem ( šī metode ir nestabila).

Lietojot, kā prognozi Eilera metodi un+2=(1+z)un+1, iegūstam modeļa DV (24) atklātas DS vienādojumus  un+2-un=z/3((5+z)un+1+1), kuru raksturīgais

polinoms ir formā (2-1=z/3((5+z)( +1) vai z=(-5(-1+ ((5(+1)2+

12(((2-1))0.5)/(2(). Lietojot MAPLE, iegūstam

restart:with(plots):

> complexplot((sqrt((5*exp(I*x)+1)^2+12*exp(I*x)*(exp(2*I*x)-1))-(5*exp(I*x)+1))/(2*exp(I*x)),x=0..2*Pi, title=`Simpsona DS`,color=black, thickness=3);

[image: image87.png]Simpsona DS
o





Ja z=-q (q-reals pozetīvs), tad raksturīgais polinoms ir formā  

3(2 +(5-q)q (–(3-q), un tā saknes ir vienības riņķī (|(| (1), ja pastāv 2 nevienādības: |3-q| ( 3,  |(5-q)q| (q , t.i. q ([4,6]. Tātad metode ir nosacīti stabila modeļa vienādojumam U’=-|a|U, ja (([4/|a|, 6/|a|].

1.12 DS monotonitātes un pozitivitātes īpašības.

Bieži advekcijas-difūzijas PDV atrisinājumam jābūt spēkā 

nevienādībām U(x,0) ( 0 visiem x un U(x,t) ( 0 visiem x un t >0.

Šīs īpašības  negarantē diskrētie modeļi. 

 DV (2) tas izpaužas sekojošu nevienādību veidā : no U(0) ( 0 jābūt U(t) ( 0 visiem t >0 (vektoriem tas nozīmē, ka visas komponentes (elementi) ir nenegatīvas).  

Vienkāršākais kritērijs funkcijai f (t, U) (2) ir šāds (Coppel, 1965): ja f(t,U) ir nepārtraukta un apmierina Lipšica nosacījumus attiecībā pret otru argumentu, tad 

                     U(t) (0, ja f(t,U) ( 0 un U(0)( 0.                       (1.57)

Ja ir lineāra homogēna DV sistēma (4) ar matricu A, tad šīs sistēmas

atrisinājums ir pozetīvs tikai tad, ja matricas A elementi 

                                   aij (0  visiem  j(i.                                         (1.58)

Tās ir sekas no iepriekšējā, tomēr precizāku pierādījumu lineārām sistēmām var  iegūt no izteiksmes  exp((A)=E +(A + O((2), kas pierāda nepieciešamību  un no exp(tnA) = 
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Pozitivitātes principu var lietot arī divu DV sistēmas (2) atrisinājumu

U(t) un V(t) salīdzināšanai: no U(0) ( V(0) seko U(t) ( V(t) visiem t >0. Šādu atrisinājumu starpībai v(t)=V(t)-U(t), ja funkcija f ir nepārtraukti diferencējama var uzrakstīt DV  v’(t)=A(t) v(t), kur A(t) ir integrētā Jakobi matrica  
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Šīs nevienādības norāda lineārās DV sistēmas atrisinājuma

stabilitāti maksimuma (inf) normā. 

Lineāriem parciālajiem DV diskretizācijai telpā  DV (2) labajai pusei bieži ir spēkā īpašība 

         f(t, ( v +(e) =(f(t,v) visiem (,( ( R un vektoriem v(,        (1.60)

kur e ir vektors-kolona ar 1. Tad, ja U(t) ir DV (2) atrisinājums un 

v(0)= ( U(0) +(e, tad v(t) =( U(t) + (e ir arī DV (2) atrisinājums. Ja speciālā gadījumā, ja 0 ( Ui(0) ( 1 un vi (0) = 1-Ui(0) visām i komponentēm, tad no vi(t) ( 0 seko Ui(t) ( 1. 


Ja ir lineāra homogena DV sistēma U’(t)=AU(t) ar telpas diskretizācijas matricu A, kuras elementiem pastāv nevienādības

       Aij ( 0, ja i (j  un ajj ( - ( visiem j (( >0- fiksēts).                     (1.61)

Tad atrisinājums būs pozetīvs, ja tāds būs sākuma nosacījums. Atklātai Eilera metodei un+1=(E+(A)un redzam, ka E+(A ( 0 (pa elementiem), ja 

1+( ajj ( 0 visiem j . Rezultātā, jābūt nevienādībai  ((( 1. Aizklātai Eilera 

metodei un+1=(E - (A)-1un , ka pozetivitāte būs visiem (>0. Apskatot (-metodi  un+1= un + (1-()( Aun +(( A un+1 iegūstam  nevienādību 

(( ( 1/(1-(). 


Ja ir lineāra nehomogena DV sistēma U’(t)=AU(t)+g(t), kur A apmierina (61) un g(t) ( 0 visiem t ( 0, tad iepriekšējie secinājumi paliek spēkā.

1.13  Uzdevumi:

1) 2-soļu atklātai Ritčarsona metodei vai 2-soļu atpakaļ diferencēšanas formulai (BDF) ar k=2 novērtēt aproksimāciju ( C2=2, p=2).

2) 2-soļu aizklātai Richtmeiera-Mortona metodei ar k=2 novērtēt     

     aproksimāciju ( C2=-2, p=2).

3) 2-soļu Simpsona metodei ar k=2 novērtēt aproksimāciju ( C4=-4/3,p=4).

4) Atklātai 2-soļu Ādamsa-Bašforta metodei ar k=2 novērtēt aproksimāciju (C2=5/2, p=2).

5) Atklātai 3-soļu Ādamsa-Bašforta metodei ar k=3 novērtēt aproksimāciju

( C3=-1 ,  p= 3).

6) Aizklātai 2-soļu Ādamsa-Multona metodei ar k=2 novērtēt aproksimāciju  

    (C3=-1, p=3).

7) Aizklātai 3-soļu  Ādamsa-Multona metodei ar k=3 novērtēt aproksimāciju (C4=-19/6,  p=4).

8) 3-soļu aizklātai metodei vai  3-soļu  BDF ar  k=3 novērtēt aproksimāciju (C3=-6, p=3).

9)  2-soļu ekstrapolācijas atklātai  metode ar k=2 novērtēt aproksimāciju 

        (C2=4, p=2).

10)  3-soļu  ekstrapolācijas atklātai metodei ar  k=3   (C3=18, p=3).

11)  2-soļu ekstrapolācijas atklātai  metode ar k=2 zīmēt stabilitātes abgabala 

     robežas.

12) 3-soļu  ekstrapolācijas atklātai metodei ar  k=3 zīmēt stabilitātes 

        abgabala robežas.

13) 4-soļu aizklātai metodei vai  4-soļu  BDF  novērtēt aproksimāciju un   

       zīmēt stabilitātes abgabala   robežas.

14) 6-soļu aizklātai metodei vai  6-soļu  BDF  novērtēt aproksimāciju un        

        zīmēt stabilitātes abgabala  robežas.

15) 7 -soļu aizklātai metodei vai  7-soļu  BDF novērtēt aproksimāciju un 

       zīmēt stabilitātes abgabala  robežas.

16) Diagonāl-aizklātai RK DS (43) pārbaudīt A-stabilitāti un aproksimāciju.

17) Rozenbroka 2-soļu DS (38) pārbaudīt stabilitāti un aproksimāciju.

18) RK-Mersona DS-ai un+1=un+(/6(k1+4k4+k5), k1=f(tn,un), k2=f(tn+(/3, un+(k1/3), k3=f(tn+(/3,un+(k​1/6 +(k2/6), k4= f(tn+(/2,un+(3k​1/24 +(9k3/24), k5=f(tn+(,un+3(k​1/6 -9(k3/6+2(k4) pārbaudīt stabilitāti un  aproksimāciju (šeit tiek novērtēta kļūda e, kas rodas atmetot Teilora rindā  locekļus ar kārtu O((5), t.i. 5e=( (k1/3-9 k3/6 +4k4/3 – k5/6), līdz ar to   iespējama soļa ( automātiska izmaiņa, proti, ja 5e pārsniedz doto  precizitāti vairāk kā 5 reizes, tad solis ( tiek samazināts 2 reizes, citādi, ja

     5e vērtība  ir mazāka par 5/32 no uzdotās precizitātes, tad soli ( var 2 

     reizes palielināt).

19) (-metodei uzzīmēt stabilitātes apgabala robežas dažādām ( vērtībām, 

        kas notiek, ja ( ir ārpus segmenta [0,1] ?

20) Atklātai Eilera-Ņūtona metodei novērtēt aproksimācijas kārtu.

21) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar (-metodi, ja   

        (=0.5, k1=100 un  k2=10; 100; 1000.

22)  Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar Eilera-Ņūtona  

           metodi, ja  k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

23)  Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar RK atklāto    

           3.kārtas metodi, ja  k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

24) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar Rk 4.kārtas

          4.kārtas metodi, ja  k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

25) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar Rozenbroka

         2-soļu metodi, ja  k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

26)  Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar BDF 2-soļu  

          metodi, ja    k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

27) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar BDF 3-soļu

          metodi, ja  k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

28) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar Ādamsa-Bašforta  

          2-soļu metodi, ja   k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

29) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar Ādamsa-Bašforta 

         3-soļu metodi, ja   k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

30) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar Ādamsa-Multona  

          2-soļu metodi, ja   k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

31) Aprēķināt problēmu par ķīmiskām reakcijām (3) ar Ādamsa-Multona  

          3-soļu metodi, ja   k1=10 un  k2=10; 100; 1000.

32)     Pārbaudīt MATLAB visu solveru darbību, risinot problēmu ar  

           ķīmiskām reakcijām (3), ja k1=30, k2=50.
33)      Pārbaudīt Eilera –Ņūtona metodes precizitāti, risinot problēmu ar  

           ķīmiskām reakcijām (3), ja k1=10, k2=500.

34)     Aprēķināt ar MATLAB programmu „eksp1”  problēmu (3), ja k1=10,   

           k2=500.

35)     Pārbaudīt, ka atklātai RK metodei stabilitātes funkcija R(z) (31) ir 

           polinoms.

36)     Pārbaudīt  RK metodes Norseta DS (43)stabilitāti.

37)      Iegūt stabilitātes funkciju RK metodei ar parametru  γ (34) no 

            vispārīgās formulas (31).
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