2. Parasto DV robežproblēmu skaitliskās metodes

Standarta advekcijas-difūzijas (konvekcijas-difūzijas) modelis apraksta vielas koncentrācijas (temperatūras) U evolūciju laikā t un telpā (1D gadījumā ar koordināti x). Matemātikā tas ir parciālais diferenciālvienādojums (PDE) formā (1.1) Ut- (qU)x= (pUx)x +f,                                               

kur q=q(x,t), p=p(x,t), f(x,t) ir zināmas funkcijas.

 Ja koncentrācijas (temperatūras) sadalījums  ir stacionārs laikā t.i. laikā nemainās, tad iegūstam robežproblēmu parastajam diferenciālvienādojumam (DV)  

                       (pU’)’+(qU)’=-f(x),  x((0,l)                                 (2.1)

ar 3. veida (Robina) robežnosacījumiem formā

               p(0)U’(0)=s1( U(0) - t1),    p(l)U’(l)=s2( -U(l) + t2),      (2.2)   

kur s1( 0, s2( 0, p(x) >0. Ja s1 un s2 tiecas uz bezgalību, tad iegūstam 1.veida (Dirichlē) robežnosacījumus 

                         U(0)=t1,     U(l)=t2 .                                             (2.3)

Ja  s1=s2=0, tad no (2) iegūstam 2.veida (Neimaņa) homogēnos robežnosacījumus.


DV (1)var uztvert arī kā stacionāro siltuma vadīšanas vienādojumu,

kur U ir stieņa temperatūra, p--- siltuma vadīšanas koeficients, q--- konvektīvās plūsmas ātrums, f--- siltuma avotu funkcija. Šajā gadījumā

s1​, s2 ir siltuma apmaiņas koeficienti ar apkārtējo vidi, t1,t2--- apkārtējās vides temperatūra.


Otrās kārtas DV vispārīga forma ir

                   (pU’)’+aU’ +bU=-f(x),  x((0,l).                                    (2.4)

Ir iespējami arī cita veida robežnosacījumi, piemēram periodiskie

                         U(0)=U(l), U’(0)=U’(l).                                            (2.5)

Kā piemēru apskatīsim robežproblēmu (3,4) ar t1=b=f=0, l=p=t2=1, a=const.

Tad atrisinājumu var pierakstīt analitiskā formā     U(x)=(e-ax-1)/e-a-1).

Ar MATLAB varam noformēt grafiku zīmēšanas programmu

%Zīmē grafiku saimi y(x)=(exp(-ax)-1)/(exp(-a)-1)

x=[0:0.01:1]'; a=-20:3:20; y=(exp(-x*a)-1)*diag(1./(exp(-a)-1));

plot(x,y), title('GRAFIKI y=(exp(-ax)-1)/(exp(-a)-1),a=-20(3)20');

kuru palaižot iegūstam 14  grafiku saimi:
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       Analogus grafikus var iegūt arī ar MAPLE, lietojot komandas

restart:plot({(exp(-a*x)-1)/(exp(-a)-1)$a=1..20,

(exp(-a*x)-1)/(exp(-a)-1)$a=-20..-1},x=0..1, color=black, title='Liknes'); 

Iegūstam 40 grafikus dažādām a vērtībām(ja a=0, tad U(x)=x):
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Redzam , ka augot |a| atrisinājumam ir lielas atvasinājuma vērtības šaurā segmenta [0,1] joslā- robežslānī (ja a>0, tad šī josla ir segmenta kreisajā gala punktā x=0, citādi- labajā x=1). Tuvināti risināt šādas robežproblēmas ar lielām parametra |a| vērtībām vienmērīga režģa gadījumā sagādā grūtības un jārada speciālas metodes (skat. tālāk  Iļjina diferenču shēmu (DS)).

2.1. Nepārtrauktā argumenta aizstāšana ar diskrēto (režģi).

Risinot robežproblēmas tuvināti ar režģa metodi, definēsim segmentā [0,l] nevienmērīgu režģi-diskrētu N+1 punktu kopu 

(h={xj: x1=0, xN+1=l, xj < xj+1, j=1(1)N+1},                           (2.6)

kur hj= xj+1-xj , j=1(1)N ir attālumu-soļu skaits segmentā. 

Vienmērīga režģa gadījumā ar soli h iegūstam  

            (h={xj: xj=(j-1)h,  j=1(1)N+1, h=l/N}.                                 (2.7)

  Iespējami arī nevienmērīgu režģi ar uzdotu funkcionālu sakarību, piemēram, xj=g(Sj), kur Sj ir vienmērīga režģa mezglu punkti, g(S) ir 2 reizes nepārtraukti diferencējama funkcija. Ja mezglu punkti  ir Čebiševa 2. veida polinoma saknes tj segmentā [-1,1] (g(S)=0.5l(1- cos(S)), 

Sj=(j-1)(/N, j=1(1)N+1 ) tj=-cos((j-1)(/N), j=1(1)N+1. Pārejot uz segmentu [0,l], iegūstam nevienmērīgu režģi, kura mezglu punkti ir sablīvēti segmenta [0,l] gala punktos

             (h={xj: xj= 0.5l (1- cos((j-1)(/N),  j=1(1)N+1}.                   (2.8)


Apskatīsim dažādas 1.kārtas un 2.kārtas aproksimācijas metodes ar diferencēm, lietojot fiksētu mezglu punktu skaitu, ko sauc par šablonu.

2.2 Atvasinājumu aproksimācija vienmērīgā režģī  ar Teilora rindu. 
 
Ja 1.kārtas centrālo diferenci mezgla punktā xj --- 

dU(xj)=(U(xj+1)-U(xj-1))/(2h) izvirza Teilora rindā punkta xj apkārtnē, lietojot 

atlikuma locekli Lagranža formā, iegūstam

 dU(xj)= U’(xj) +h2/12 (U(3)((j+)+U(3)((j-)), kur ( j+((xj , xj+1), (j-((xj-1,xj).

Tātad šī diference uz 3-punktu šablona {xj-1,xj, xj+1} aproksimē  1.kārtas atvasinājumu ar 2.kārtu dU(xj)= U’(xj) + O(h2), ja funkcijas U 3.kārtas atvasinājumi ir nepārtraukti un ierobežoti segmentā [xj-1, xj+1] (U ( C3). Šo novērtējumu var precizēt, ja lieto Teilora rindas izvirzījumu  ar atlikuma locekli integrālā formā:
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kur g3(t)={ (1+t)2, ja t ([-1,0] vai (1-t)2, ja t([0,1]}, 
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Tā kā g3(t) (0, tad no vidējās vērtibas teorēmas izriet, ka iepriekšējais integrālis ir vienāds ar 
[image: image4.wmf]ò

-

+

=

+

1

1

3

),

(

'

'

'

3

2

)

(

)

(

'

'

'

q

q

h

x

U

dt

t

g

h

x

U

j

j

 kur |(| ( 1.

Līdz ar to ir iegūts novērtējums

                    
[image: image5.wmf]),

(

'

'

'

6

)

(

'

2

)

(

)

(

)

(

2

1

1

j

j

j

j

j

U

h

x

U

h

x

U

x

U

x

dU

h

+

=

-

º

-

+

             (2.10)

kur (j ([xj-1, xj+1].


Šo novērtējumu vienkāršāk var iegūt ar nenoteikto koeficientu metodi, pieņemot, ka pastāv vienādība

                    dU(xj)=U’(xj) +Ch2U(3)((j)/3!,                                     (2.11)

kur C ir nenoteiktā konstante. Lai aprēķini nebūtu atkarīgi no h un xj veicam

izteiksme (11) normēšanu : t=(x-xj)/h, U(x)=U(xj +th)=V(t), U’=V’/h, 

U(3)=V(3)/h3; ja x=xj+1, tad t=1; ja x=xj-1 , tad t=-1 un ja x=xj , tad t=0. Tad izteiksme (11) kļūst par

           0.5(V(1)-V(-1)= V’(0) + C V(3)(( )/3!,                                        (2.12)

kur ( ( [-1,1]. Tā kā sakarība (12) ir spēkā elementārām pakāpju funkcijām

V(t)=tk, kur k=0,1,2, tad , ja k=3, nosakam nenoteikto konstanti C:

0.5(1-(-1))=0+C, t.i. C=1 un no (11) iegūstam novērtējumu(10).


Analogi var parādīt, ka 2.kārtas diferencei d2U ir spēkā novērtējums
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 2.3 Atvasinājumu aproksimācija vienmērīgā režģī , lietojot interpolāciju.

Ja par šablonu izvēlas visus vienmērīgā režģa punktus, tad var konstruēt 1. kārtas atvasinājumu matricu A, lietojot Lagranža interpolācijas

polinomu PN(x)=
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kur lk(x) ir Lagranža elementārie reizinātāji (N-pakāpes polinomi). Atvasinot šo polinomu un pieņemot, ka x=xj  (j=1(1)N+1), iegūstam lineāru sakarību  V=DU, kur V ir (N+1)- kārtas vektors-kolona ar elementiem PN’(xj), kas ir tuvinātas atvasinājumu vērtības

mezgla punktā xj , U ir (N+1)-kārtas vektors-kolona ar elementiemU(xk),

k=1(1)N+1, D ir atvasinājumu matrica ar elementiem dj,k=lk(xj). Var pārbaudīt, ka šie elementi segmentā [-1,1] (x1=-1, xN+1=1) ir 

    dj,k  =(-1)j-k (j!(N+2-j)!)/((j-k)!k!(N+2-k)!h), j(k, dk,k=
[image: image8.wmf]å

+

¹

1

,

.

N

k

j

k

j

d

      (2.14)

           Sastādot atvasinājumu matricu D segmentā t([-1,1] vienmērīgā režģī t j = (j-1)h-1, h=2/N, j=1,2 …, N+1, formējam M-failu funkciju “vienm”:

 function [D,t] = vienm(N)

if N==0, D=0; t=1; return, end

t=linspace(-1,1,N+1)';h=2/N;D=zeros(N+1,N+1);

for j=1:N+1

   for k=1:N+1

      if j ~=k, D(j,k)=gamma(j)*gamma(N+2-j)...

      *(-1)^(j-k)/((j-k)*gamma(k)*gamma(N+2-k)*h);

      end

   end

end

    v=-sum(D');

    for k=1:N+1   D(k,k)=v(k); 

    end;

Izpildot komandu logā  komandu  “» [A,t]=vienm(3)”, iegūstam 4.kārtas

atvasinājumu matricu A un mezglu punktu vektoru t:

A = 

  -2.7500    4.5000   -2.2500    0.5000        

   -0.5000   -0.7500    1.5000   -0.2500

    0.2500   -1.5000    0.7500    0.5000

   -0.5000    2.2500   -4.5000    2.7500

t =

   -1.0000

   -0.3333

    0.3333

    1.0000

Viegli pārbaudīt, ka  A*(t.^k) = k*t.^(k-1) visiem k=1,2,…, N.  Formulā 

(14) diagonāl-elementus  dk,k izskaitļo no sakarības, kad atvasinot vektoru ar 

vieneniekiem iegūst nulles vektoru.

 
Otrās kārtas atvasinājumu matricu atrod vienkārši, ceļot kvadrātā 1.kārtas atvasinājumu matricu, t.i. D2. Lai pārietu no segmenta t([-1,1] uz segmentu  x([0,l], atrastā 1.kārtas atvasinājuma matrica D ir jāreizina ar 2/l, bet mezglu punkti xj=0.5l(1+tj).

Ar atvasinājumu matricu, sastādot M-failu programmu “prog1”, aprēķināsim funkcijas u=exp(x)sin(5x) atvasinājuma u’=exp(x)(sin(5x)+5cos(5x)) un tās tuvinātās vērtības

starpību segmentā [-1, 1], ja N=10 un N=20, zīmējot atbilstošus grafikus:

xx=-1:.01:1; uu= exp(xx).*sin(5*xx); clf

for N=[10 20 ]

     [D,x]=vienm(N); u=exp(x).*sin(5*x);

  subplot('position' ,[.15 .66-.4*(N==20) .31 .28])

     plot(x,u,'.','markersize',14), grid on

     line(xx,uu)

     title(['u=exp(x)sin(5x), N=' int2str(N)])

     error =D*u-exp(x).*(si n(5*x)+5*cos(5*x));

  subplot('position',[.55 .66-.4*(N==20) .31 .28])

     plot(x,error,'.','markersize',14), grid on

     line(x,error)

     title([' error in u ''(x), N=' int2str(N)])

 end     
[image: image25.png]



Redzam, ka maksimālā kļuda  ( 10-1 , ja N=10 un 10 –7 , ja N=20)

 ir segmenta galapunktos, aproksimācija iekšējos punktos ir precīzāka. Kļūda samazinās par vienu kārtu, ja segmenta galapunktus izsviež, aizstājot programmā “prog1” vektoru “x” ar “x(2:N)” un “error” ar “error (2 :N)”.

Acīmredzot rezultāti uzlabosies, ja izvēlēsimies nevienmērīgu režģi ar sablīvētiem mezglu punktiem segmenta galos (8).

2.4  Robežnosacījumu aproksimācija.

Lai  aproksimētu 1.kārtas atvasinājumus, kuri ieiet 3.veida robežnosacījumos

(2), apskatīsim 3 veida aproksimācijas.

1) Izvirzot atrisinājumu U(x) mezglu punkta x2 apkārtnē, iegūst

     U(x2)= U(x1) +h U’(x1)+0.5 h2 U’’(x1) + h3/6U(3)(x1)+ O(h4).        (2.15)

Vienkāršākā  1.kārtas aproksimācija ir formā

                        U’(x1)=(U(x2)-U(x1))/h +O(h).                                     (2.16)

Analogu aproksimāciju iegūst mezglu punktā xN+1
                     U’(xN+1)=(U(xN+1)-U(xN))/h +O(h).                                 (2.17)

2) Izvirzot papildus U(x) arī mezgla punkta x3 apkārtnē

   U(x3)= U(x1) +2h U’(x1)+2 h2 U’’(x1) +8h3/6U(3)(x1)+ O(h4).           (2.18)

Pareizinot izteiksmi (15) ar 4 un atņemot (18), iegūstam 2.kārtas aproksimāciju formā

             U’(x1)=(4U(x2)-U(x3)-3U(x1))/(2h) +O(h2).                           (2.19)

Analogu formulu iegūstam mezglu punktā xN+1
             U’(xN+1)=-(4U(xN)-U(xN-1)-3U(xN+1))/(2h) +O(h2).                 (2.20)

Aproksimācijas (19,20) izmanto 3-punktu šablonu, bet (16,17)--- 2-punktu

šablonu.

3) Pieņemot, ka DV ir spēkā arī režģa robežpunktos var iegūt arī 2.kārtas 

aproksimāciju 2-punktu šablonam. Šajā gadījumā izvirzījumā (15) 2.kārtas

atvasinājumu izsaka no DV, piemēram no (4)

     U’’(x1)=-(f(x1)+b(x1)U(x1)+(a(x1)+p’(x1))U’(x1))/(p(x1). Līdz ar iegūstam

                   U’(x1)=(U(x2)-(1-h2b(x1)/(2p(x1)))U(x1) +

                  h2/(2p(x1))f(x1))/(h-(a(x1)+p’(x1))h2/(2p(x1))) +O(h2).      (2.21)

Analogu  aproksimāciju var iegūt priekš U’(xN+1).


Ar 1.kārtas centrālajām diferencēm, sastādot M-failu programmu “prog2”, aprēķināsim funkcijas u=exp(x)sin(5x) atvasinājuma u’=exp(x)(sin(5x)+5cos(5x)) un tās tuvinātās vērtības starpības  “ error” segmenta [-1, 1] iekšējos mezglu punktos, ja N=20 un N=40, zīmējot atbilstošus grafikus:

xx=-1:.01:1; uu= exp(xx).*sin(5*xx); clf

for N=[20 40 ]   x=linspace(-1,1,N+1); u=exp(x).*sin(5*x);h=2/N;

subplot('position' ,[.15 .66-.4*(N==40) .31 .28])

plot(x,u,'k.','markersize',14), grid on

line(xx,uu)

title(['u=exp(x)sin(5x), N=' int2str(N)]) %v=[(4*u(2)-3*u(1)-u(3))/(2*h)... 

%(u(3:N+1)-u(1:N-1))/(2*h)...

%(3*u(N+1)-4*u(N)+u(N-1))/(2*h)];

v=[(u(2)-u(1))/h, (u(3:N+1)-u(1:N-1)) /(2*h), u(N+1)-u(N))/h];

error =v(1,:)-exp(x).*(sin(5*x)+5*cos(5*x));

subplot('position',[.55 .66-.4*(N==40) .31 .28]) plot(x(2:N),error(2:N),'k.','markersize',14)

grid on,line(x(2:N),error(2:N))

title([' error in u ''(x), N=' int2str(N)])

 end     
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Pievienojot galapunktos atvasinājumu tuvinātās vērtības ar 1.kārtas aproksimāciju (16) (mainot programmā “ x(2:N), error(2:N)”  ar “x, error”),

iegūstam grafikus ar lielāku starpību:
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Pievienojot galapunktos atvasinājumus ar 2.aproksimācijas kārtu (19), (programmā jānoņem %-zīme )rezultāti mazliet uzlabojas (skat. grafiku):
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Tomēr vislielākā kļūda ir segmenta galapunktā x=1, kur vajadzētu sablīvēt mezglu punktus (skat. tālāk).

2.5 Atvasinājumu aproksimācija ar diferencēm nevienmērīgā režģī, lietojot Teilora rindu


Nevienmērīga režģa (6) gadījumā izmantojot 3-punktu šablonu aproksimācijas kārta atvasinājumiem var mainīties atkarībā no mezglu punktu novietojuma.

 Fiksējot 3-punktu šablonu {xj-1,xj,xj+1} ar soļiem hj-1=xj-xj-1, 

hj=xj+1-xj , izvirzam funkciju U(x) Teilora rindā centrālā mezgla punkta xj apkārtnē:

U(xj+1)= U(xj) +hj U’(xj)+0.5 hj2 U’’(xj) + hj3 /6 U(3)(xj)+ O(hj4),       (2.22)

U(xj-1)= U(xj) -hj-1 U’(xj)+0.5 hj-12 U’’(xj) - hj-13 /6 U(3)(xj)+ O(hj-14). (2.23)

Pareizinot izteiksmi (22) ar hj-12 , (23) ar hj2 un atņemot vienu no otras, iegūstam 2.kārtas aproksimāciju 1.kārtas atvasinājumam

 U’(xj)=(2hvj)-1[hj-1(U(xj+1)-U(xj))/hj + hj(U(xj) – U(xj-1))/hj-1]+O(h2),  (2.24) 

kur hvj=(hj+1+hj)/2 ir vidējais solis, h= max(hj+1,hj).


Analogi, pareizinot (22) ar hj-1, (23) ar hj un abas izteiksmes saskaitot,

iegūstam  aproksimāciju 2.kārtas atvasinājumam

U’(xj)=(hvj)-1[(U(xj+1)-U(xj))/hj - (U(xj) – U(xj-1))/hj-1 ] –U(3)(xj) (hj-hj-1)/3 +O(h2).                                                                                                    (2.25)

Ja soļi ir patvaļīgi, tad ir iegūta tikai 1. kārtas aproksimācija. Vienmērīgā režģa gadījumā no (24,25) seko standarta aproksimācijas (10,13).

Ja mezglu punktu sadalījums ir dots funkcionāli, piemēram xj=g(Sj), Sj- Sj-1=H=const, kur g(S) ir 2 reizes nepārtraukti diferencējama funkcija,

tad no (13): hj-hj-1=H2 d2g(Sj) =H2 g’’((), kur (([Sj-1,Sj+1]. Tātad no (25)

iegūstam 2.kārtas aproksimāciju attiecībā pret vienmērīgā režģa soli H. 


Otrās kārtas aproksimāciju var iegūt arī tad, ja atvasinājumu aproksimē nevis šablona centrālajā mezglu punktā xj, bet gan šablona “smaguma centrā”, t. i. punktā xs=(xj+1+xj+xj-1)/3. Izvirzot U(x) Teilora rindā šī punkta apkārtnē, iegūstam 2.kārtas aproksimācijas formulu 1.kārtas atvasinājumam

 U’(xs)=(3hvj)-1[(2hj+hj-1)(U(xj+1)-U(xj))/hj+(hj+2hj-1)(U(xj)-U(xj-1))/hj-1] +O(h2).                                                                                                    (2.26)

 Otrās kārtas atvasinājumam U’’(xs) aproksimācijas formula (25) saglabājas.

2.6 Atvasinājumu aproksimācija nevienmērīgā režģī, lietojot interpolāciju.

Lietojot Lagranža interpolācijas polinomu PN(t) ar mezgla punktiem 

tj= - cos((j-1)(/N), j=1(1)N+1, var izskaitļot, kā iepriekš atvasinājumu matricas D elementus dj,k= 
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Diagonāl-elementus atrod tāpat, kā formulā (14). Sastādot atvasinājumu matricu D segmentā t([-1,1] , formējam M-failu funkciju “cheb”:

function [D,x] = cheb(N)

if N==0, D=0; x=1; return, end

x=-cos(pi*(0:N)/N)';

c=[2; ones(N-1,1);2].*(-1).^(0:N)';

X = repmat(x,1,N+1);

dX = X-X';

D =-(c*(1./c)')./(dX+(eye(N+1)));

D = -D+ diag(sum(D'));

Izpildot komandu logā  komandu  “» [A,t]=cheb(3)”, iegūstam 4.kārtas

atvasinājumu matricu A un mezglu punktu vektoru t:

A =

   -3.1667    4.0000   -1.3333    0.5000

   -1.0000    0.3333    1.0000   -0.3333

    0.3333   -1.0000   -0.3333    1.0000

   -0.5000    1.3333   -4.0000    3.1667

t =

   -1.0000

   -0.5000

    0.5000

    1.0000

Ar Čebiševa atvasinājumu matricu, sastādot M-failu programmu “prog3”, aprēķināsim funkcijas u=exp(x)sin(5x) atvasinājuma u’=exp(x)(sin(5x)+5cos(5x)) un tās tuvinātās vērtības

starpību segmentā [-1, 1], ja N=10 un N=20, zīmējot atbilstošus grafikus:

xx=-1:.01:1; uu= exp(xx).*sin(5*xx); clf

for N=[10 20 ]

     [D,x]=cheb(N); u=exp(x).*sin(5*x);

  subplot('position' ,[.15 .66-.4*(N==20) .31 .28])

     plot(x,u,'k.','markersize',14), grid on

     line(xx,uu)

     title(['u=exp(x)sin(5x), N=' int2str(N)])

  error =D*u-exp(x).*(sin(5*x)+5*cos(5*x));

 subplot('position',[.55 .66-.4*(N==20) .31 .28])

     plot(x,error,'k.','markersize',14), grid on

     line(x,error)

     title([' error in u ''(x), N=' int2str(N)])

 end     
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Redzam, ka kļūda ir stipri mazāka (10-10, ja =20), salīdzinot ar vienmērīgo režģi.

2.7   Robežproblēmu aproksimācija ar diferenču shēmām (DS).

 Trīs punktu šablona diferenču shēmas vispārīgais veids ir

Ajyj-1- Cjyj + Bjyj+1= -Fj, j=2(1)N,   y1=ay2+b,  yN+1=cyN+d,        (2.27)

kur yj ir tuvinātā atrisinājuma U(xj) vērtība režģa punktā xj.

Diferenču shēma ir monotona, ja pastāv sekojošas nevienādības:

Aj( 0,Bj( 0(vismaz 1 stingra nevienādība),Cj( Aj+Bj,a([0,1],c([0,1].(2.28)

Monotonas diferenču shēmas ir  stabilas, tām eksistē viens un vienīgs atrisinājums, ko var iegūt ar faktorizācijas metodi.

2.8  DS aprēķināšana  ar faktorizācijas metodi.

Faktorizācijas metodē DS (27) atrisinājumu meklē formā:

      yj=Xjyj+1 +Yj , j=N(-1)1---atpakaļceļa formulas,

      Xj+1=-Bj/dj , Yj+1=-(Aj Yj +Fj)/dj , j=1(1)N-1---turpceļa formulas,

kur dj=Aj Xj -Cj , X1=a, Y1=b, yN+1=(cYN +d)/(1-c*XN).

Sastādam MATLAB m-failu funkciju “ y=fakt(N,A,B,C,F,a,b,c,d)”, kur 

A,B,C,F ir N-1-kārtas vektori-kolonas:

% 1D faktorizācijas metode

%A(j)y(j-1) -C(j) y(j)+ B(j)y(j+1)=-F(j),

%y(1)=a y(2)+b, y(N+1)=cy(N)+d

function y=fakt(N,A,B,C,F,a,b,c,d)

X=zeros(N,1); Y=zeros(N,1);N1=N+1; 

X(1)=a; Y(1)=b;

N2=N-1;y=zeros(N1,1);

for i=1:N2

d1=A(i)*X(i)-C(i);

X(i+1)=-B(i)/d1; 

Y(i+1)=-(A(i)*Y(i)+F(i))/d1;

end

y(N1)=(c*Y(N)+d)/(1-c*X(N));

for i=N:-1:1

   y(i)=X(i)*y(i+1) + Y(i);

end;

Kā piemēru, apskatīsim robežproblēmu (skat. nodaļas sākumu) 

                  U’’(x)+( U’(x)=-f, U(0)=0, U(1)=1.                           (2.29)

Sastādam MATLAB programmu “ prog4 (N)” , kurā ar faktorizācijas metodi vienmērīgā režģī (7) atrod  2.kārtas aproksimācijas DS  atrisinājumu 

(f=0,Aj= h-2-(/(2h), Bj= h-2+(/(2h), Cj= 2h-2, a=b=c=0,d=1,(=20), zīmējot tuvinātā un precīzā atrisinājuma grafikus (N=15): 

%u_xx+a*u_x=0,u(0)=0,u(1)=1 ar fakt.met.

function prog4(N)

a=20;L=1;

x=linspace(0,L,N+1);

h=L/N;v=(exp(-a*x)-1)/(exp(-a)-1);

a1=1/h^2;N2=N-1;  

a2=0;b=0;c=0;d=1;A=ones(N2,1)*(a1-a/(2*h)); 

B=ones(N2,1)*(a1+a/(2*h)); 

C=ones(N2,1)*(2*a1);

F=zeros(N2,1);

y=fakt(N,A,B,C,F,a2,b,c,d);

plot(x,v,'ko',x,y,'k-')

grid on 

title(sprintf('aizkl.,param = %6.4f  L=%8.4f h=%6.4f',a,L,h))

legend('prec.atr','tuv.atr') 
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Redzam, ka abi atrisinājumi labi sakrīt.

2.8.1  DS aprēķināšana  ar matricas-faktorizācijas metodi.
M-kārtas DV sistēmu (1-4) gadījumā, p, q, a, b,s1,s2 ir MxM matricas, 

U,f,t1,t2---M-kārtas vektori. Faktorizācijas metodes formulas saglabājas, tikai

A,B,C ir telpiskas MxMx(N-1) matricas, a,c---MxM matricas, F,y--- 

Mx(N-1) matricas, b,d --- M-kārtas vektori. Matricas-faktorizācijas metodei

sastādam funkciju m-failu “ y=faktS(N,M,A,B,C,F,a,b,c,d)” :

% 2D faktorizācijas metode

%A,B,C-matricas MxMx(N-1),a,c- matricas MxM, 

%F-matrica Mx(N-1), b,d-vektors ar kārtu M 

function y=faktS(N,M,A,B,C,F,a,b,c,d)

X=zeros(M,M,N); Y=zeros(M,N);N1=N+1; 

d1=zeros(M,M);X(:,:,1)=a(:,:); Y(:,1)=b(:);

N2=N-1;y=zeros(M,N1);

for i=1:N2

   d1(:,:)=A(:,:,i)*X(:,:,i)-C(:,:,i);

   d2=inv(d1);

X(:,:,i+1)=-d2(:,:)*B(:,:,i); 

Y(:,i+1)=-d2(:,:)*(A(:,:,i)*Y(:,i)+F(:,i));

end

d3=inv(eye(M,M)-c(:,:)*X(:,:,N));

y(:,N1)=d3(:,:)*(c(:,:)*Y(:,N)+d(:));

for i=N:-1:1

   y(:,i)=X(:,:,i)*y(:,i+1) + Y(:,i);

end;

Risinot divu  DV sistēmu u’’+a1 u’+a2 v’=f1, v’’ +b1 u’+b2 v’=f2 ar robežnosacījumiem u(0)=v(0)=0, u(1)=v(1)=1, labās puses 

f1=-a2 b2 exp(-b2 x)/(exp(-b2)-1), f2=-a1 b1 exp(-a1 x)/(exp(-a1)-1)

izvēlas tā, lai precīzais atrisinājums būtu u(x)=(exp(-a1 x)-1)/(exp(-a1)-1),

v(x)= (exp(-b2 x)-1)/(exp(-b2)-1). Aproksimējot atvasinājumus ar centrālajām differencēm iegūstam vektoru –diferenču shēmu (M=2), kuru realizējam ar programmu “ Sist(N)”:

 %Sistema u''+a1u'+a2v'=f1, v''+b1u'+b2v'=f2,

%u(o)=v(o)=0,u(1)=v(1)=1,u;

%v=(exp(-cx)-1)/(exp(-c)-1), c= a1; b2

function  Sist(N)

L=1;a1=20; a2=20; b1=10; b2=5;N2=N-1;N1=N+1;

x=linspace(0,L,N1);M=2;F=zeros(2,N2);

y=zeros(2,N1);

h=L/N;h2=1/(2*h);

u=(exp(-a1*x)-1)/(exp(-a1)-1);

a4=1/h^2;

v=(exp(-b2*x)-1)/(exp(-b2)-1);  

A=zeros(2,2,N2);B=zeros(2,2,N2);C=zeros(2,2,N2);

A1=zeros(2,2);B1=zeros(2,2);C1=zeros(2,2);

A1=[a4-a1*h2,-a2*h2;-b1*h2,a4-b2*h2];

B1=[a4+a1*h2,a2*h2;b1*h2,a4+b2*h2];C1=A1+B1;

a=zeros(2,2);c=zeros(2,2);b=zeros(2,1);d=ones(2,1);

for i=1:N2

A(:,:,i)=A1(:,:);B(:,:,i)=B1(:,:);C(:,:,i)=C1(:,:);

F(1,i)=(a2*b2*exp(-b2*i*h))/(exp(-b2)-1);

F(2,i)=(a1*b1*exp(-a1*i*h))/(exp(-a1)-1);

end

y=faktS(N,2,A,B,C,F,a,b,c,d);

u1=y(1,:);

v1=y(2,:);

plot(x,u1,'ko',x,v1,'k-',x,u,'k*',x,v,'k:')

%plot(x,u1,'ko',x,v1,'k-')

grid on 

title(sprintf('2 vdj. sist.,a1 = %4.2f a2=%4.2f b1=%4.2f b2=%4.2f',a1,a2,b1,b2))

legend('tuv.atr-u','tuv.atr-v','prec-u', 'prec-v')

%legend('tuv.atr-u','tuv.atr-v')

Palaižot šo programmu ar komandu “ >> Sist(15)” (a1=20, a2=5, b1=10, b2=5,M=2), iegūstam 4 grafikus:
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2.8.1 DS aprēķināšana  ar periodisko faktorizācijas metodi.

Diferenču vienādojumus (27) kopā ar periodiskiem robežnosacījumiem

                       y0=yN,     y1=yN+1,                                              (2.30)

arī var risināt ar modificēto faktorizācijas metodi (“ faktp(N,A,B,C,F)”).

% 1D faktorizācijas metode--periodiskā

%A,B,C,F--N-kārtas vektori, sākot ar x_1, y(0)=y(N)utt.  

function y=faktp(N,A,B,C,F)

N1=N+1;X=zeros(N1,1); Y=zeros(N1,1);Z=zeros(N1,1);

p=zeros(N,1);q=ones(N,1);

N2=N-1;y=zeros(N1,1);yp=zeros(N,1);yp(1)=A(1); yp(N2)=B(N2);

for i=1:N

d1=A(i)*X(i)-C(i);

X(i+1)=-B(i)/d1; 

Y(i+1)=-(A(i)*Y(i)+F(i))/d1;

Z(i+1)=-(A(i)*Z(i)+yp(i))/d1;

end

for i=N2:-1:1

p(i)=X(i+1)*p(i+1)+Y(i+1);

q(i)=X(i+1)*q(i+1)+Z(i+1);

end;

y(N1)=(Y(N1)+p(1)*X(N1))/(1-q(1)*X(N1)-Z(N1));

y(2:N)=p(1:N2)+y(N1)*q(1:N2); y(1)=y(N1);

Šeit diferenču vienādojumu sistēmu  EN yN=-FN ar N-kārtas periodisku 3-diagonālu matricu EN (elementi Aj, -Cj, Bj ) saskalda 2 vienādojumos: 

EN-1yN-1+ u yN =-FN-1 un v.yN-1 – CN yN =-FN,  kur u =(A1, 0, … 0, BN-1)T--- N-1-kārtas vektors- kolona, v =(BN, 0, … 0, AN)--- N-1-kārtas vektors rinda.

 Atrisinājumu 1. vienādojumam meklē formā yN-1= p + yN q, t.i. iegūstam 2 standarta N-1-kārtas 3- diagonālmatricu vienādojumu sistēmas vektoru p, q noteikšanai formā: EN-1p=-FN-1, EN-1 q= -u, ko var risināt ar parasto faktorizācijas metodi (p0=pN=0, q0=qN=1). No 2. vienādojuma seko 

yN=-(BNq1 +ANqN-1 –CN )-1(BNp1 + ANpN-1 +FN), bet no atpakaļceļa formulām iegūstam pj=Xj pj+1 +Yj, qj =Xj qj+1 +Zj , j=N-1(-1)1, t. i. pN-1=YN-1, 

qN-1 =XN-1+ZN-1. Tātad yN=(1-q1XN –ZN)-1(YN +p1 XN) un yj =pj + yN  qj ,

 j=1(1) N-1, y0=yN.

 Sastādam programmu “ atrp(N)” robežproblēmas u’’=-4 (2 sin(2 ( x) atrisināšanai segmentā [0,1] ar nosacījumiem u(0)=u(1), u’(0)= u’(1)

(precīzais atrisinājums u(x)=sin(2 ( x)), lietojot diferenču shēmu ar

Aj = Bj =1/h2, Cj= Aj + Bj,  Fj = 4 (2 sin(2 ( j h), h=1/N:

%u_xx=-4 pi*sin(2*pi*x)period.

function atrp(N)

x=linspace(0,1,N+1);h=1/N;N1=N+1;N2=N-1;

A=ones(N,1)/h^2; B=ones(N,1)/h^2; 

C=ones(N,1)*2/h^2; y1=sin(2*pi*x');

F=4*pi^2*y1(2:N1);

y=faktp(N,A,B,C,F); Tp=sin(2*pi*x);

plot(x,Tp,'ko',x,y,'k-'),grid on 

title(sprintf('periodiskie nos.,h=%6.4f',h))

legend('prec.atr.','tuv.atr.') 

Palaižot šo programmu ar komandu “ atrp(7)” iegūstam grafiku:
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2.9   Speciālās DS robežproblēmu risināšanā.

Klasiskās DS ar centrālajām dažreiz nav pietiekamas tuvinātā atrisinājumu iegūšanai. Tas redzams arī modeļa piemērā (29), ja parametrs a ir liels, jo DS centrālajās diferencēs ir monotona (28) tikai tad, ja vienmērīgā režģa solis h<2/|a|. Iļjins iegūst precīzo atrisinājumu modeļa vienādojam (29) ar jebkurām konstantēm a un f, lietojot šādu DS:

        (d 2uj + a duj=f, j=2(1)N, u1=U(0), uN+1=U(1),                   (2.31)

kur ( =( cth((), (=ah/2, d 2uj = d2u(xj),  duj=du(xj) ir centrālas differences.

Ja f=U(0)=0,U(1)=1 tad DS (31) atrisinājums ir

                uj= (1-gj-1)/(1-gN ), j=1(1)N+1

kur g=((-()/((+(). Viegli redzēt, ka uj=U(xj), j=1(1)N+1. Ja (=1 (klasiskā DS centrālajās diferencēs) , tad  no g >0 seko, ka | (| < 1, ko var iegūt arī no monotonitātes nosacījumiem (28). Precīzo DS DV(1) ar konstantiem vai gabaliem-konstantiem koeficientiem var iegūt arī nevienmērīgā režģī, lietojot integro- interpolācijas metodi.

2.9.1 Integro-interpolācijas metode DS sastādīšanā.


Ja DV (1) q=0, tad sastādot DS ar 3.punktu šablonu nevienmērīgā režģī ((6) vispirms DV (1) integrē robežās no xj-0.5 līdz xj+0.5, iegūst

                              Jj+0.5 – Jj-0.5 =
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, J(x)=p(x) U’(x)---plūsmas funkcija.

Integrālo sakarību sauc par plūsmas saglabāšanās likumu, kurš ir pamatā DS veidošanai.Līdzīgu sakarību iegūst, integrējot segmentā [xj-0.5,x], x([xj-1,xj],  

  J(x) – Jj-0.5   = 
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   Dalot šo sakarību ar p(x) un integrējot segmentā

[xj-1, xj], iegūst sakarību  
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no kurienes var izteikt Jj-0.5. Analogi, palielinot indeku j par 1 var izteikt Jj+0.5
segmentā [xj, xj+1]. Rezultātā, no (32) seko precīza DS formā (27),

kur  yj=U(xj),  Aj=
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 Bj= Aj+1, Cj=Aj+Aj+1, Fj=Fj+ + Fj- , j=2(1)N,

       Fj- = 
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    (2.33)

Integrējot DV segmentos [x1, x1.5] un [xN+0.5, xN+1], iegūst integrālās sakarības J1.5 –J1 =
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  JN+1- JN+0.5 = 
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 kur  no robežnosacījumiem (2) seko  J1=s1 ( U(x1) –t1), JN+1=s2 (t2 –U(xN+1)). Turpinot integrēšanu, lai izslēgtu J1.5  un  JN+0.5 , iegūstam  robežnosacījumu (2) vietā divus 2-punktu šablona precīzus diferenču vienādojumus

A2(y2 – y1) – s1(y1 – t1)=F1+ ,    s2(t2 –yN+1) – AN+1(yN+1 – yN)=FN+1- ,     (2.34)

kur yj=uj= U(xj).

2.10.1 Precīzā DS DV (1) ar gabaliem-konstantiem koeficientiem.


DV (1), ja q (0, arī iespējams sastādīt precīzu DS, ja DV koeficienti ir gabaliem konstanti : p(x)=pj, q(x)=qj, f(x)=fj, ja x((xj, xj+1), j=1(1)N. Šīs konstantes var veidot dažādi, piemēram, pj=(p(xj)+p(xj+1))/2,vai 

pj= 
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 u.t.t. Stacionārajās siltuma vadīšanas problēmās slāņainās vidēs tādi koeficienti jau ir doti.


Lai varētu pielietot integro-interpolācijas metodi pārrakstam DV (1)

pašsaistītā veidā, pareizinot to ar W(x)=exp(
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(skat. H.Kalis” Speciālas diferenču shēmas matemātiskās fizikas problēmu risināšanā”,māc. līdz. LU, 1991 ).

Tad DV (1) pieņem formu    (p(x) W(x)U’(x))’=-W(x)f(x) un par plūsmas funkciju var ņemt  funkciju J(x)=p(x)W(x)U’(x) . Aprēķinot integrāļus (33) un DS koeficientus, iegūstam precīzos 3-punktu šablona diferenču vienādojumus formā (27), kur 

 Aj=hj-1-1pj-1 s(hj-1qj-1/pj-1), Bj=hj-1pj s(-hjqj/pj), Cj=Aj+Bj, Fj= Fj+ + Fj- , 

Fj- =  r(hj-1qj-1/pj-1) hj-1 fj-1,   Fj+ = r(-hj qj/pj) hj fj ,  j=2(1)N,

                        s(z)=z(exp(z)-1)-1 ,  r(z)=z-1 (1-s(z)).                 (2.35)

Aprēķinot funkciju s(z), r(z) vērtības maziem z (|z|<10-7) var lietot Teilora rindas nogriežņus s(z)=1/(1+z/2 +z2/6), r(z)=(0.5 +z/6 +z2/24)s(z).

No robežnosacījumu aproksimācijas (34) seko, ka izteiksmē (27) 

 a=A2/a11, b=(a1t1-a2)/a11, a11=a1+A2, a1=s1 exp(-h1q1/p1), a2=-F2-+p1f1/B1, c=BN/b11, d=(b1t2 –b2)/b11,b11=b1+BN, b1=s2exp(hNqN/pN), b2=pNfN/AN-FN+.

Sastādīsim m-failu funkciju “ Robezp1(N,x,pm,qm, fm,s1,t1,s2,t2)”

 diferenciālvienādojuma ar mainīgiem (pārtrauktiem) koeficientiem (pU’)’+qU’=-f atrisināšanai, kur N-kārtas vektori-kolonas “ pm, qm,  fm” satur koeficientu “p,q,f” vērtības vai vidējās vērtības nevienmērīgā režģa  starppunktos, bet  robežnosacījumi ir formā p(0)u’(0)=s1(u(0)-t1), 

p(l) U’(l)= s2(t2-U(l)) (tiek lietota faktorizācijas metode). Ja s1 vai s2 ir lielāki par 10-10, tad tiek izmntoti 1.veida robežnosacījumi a=c=0, b=t1,

d=t2.

%(p(x)u')'+q(x)u'=-f(x),pm,qm,fm--N-kārtas 

%vektori-kolonas, x--N+1-kārtas vektors, p(x)>0

%p(0)u'(0)=s1(u(0)-t1); p(N)u'(N)=s2(t2-u(N),

%ja s1,s2>1.e10 tad 1. veida robežnosacījumi

function y = Robezp1(N,x,pm,qm,fm,s1,t1,s2,t2)

N1=N+1;N2=N-1; A1=zeros(N,1);A2=zeros(N,1);F1=zeros(N,1);

F2=zeros(N,1); e1=1.e-07;

for j=1:N

   h1=x(j+1)-x(j);a1=h1*qm(j)/pm(j);

   if abs(a1) > e1; a2=a1/(exp(a1)-1);a3=(1-a2)/a1;

   a4=a1/(1-exp(-a1)); a5=(a4-1)/a1;

   else a2=1/(1+a1/2+a1^2/6); 

   a3= (1/2+a1/6+a1^2/24)*a2;

   a4=1/(1-a1/2+a1^2/6); a5=a4*(1/2-a1/6+a1^2/24);

   end

   A1(j)=pm(j)/h1*a2;  A2(j)=pm(j)/h1*a4;

   F1(j)=fm(j)*h1*a3; F2(j)=fm(j)*h1*a5;

end

   h1=x(2)-x(1);a1=exp(-h1*qm(1)/pm(1))*s1;

   a2=-F1(1)+pm(1)*fm(1)/A2(1);

   if a1 > 1.e10; a=0; b=t1; else a11=a1 +A1(1);

   a= A1(1)/a11; b=(a1*t1- a2)/a11;

   end

   hn=x(N1)-x(N);b1=exp(hn*qm(N)/pm(N))*s2;

   b2=pm(N)*fm(N)/A1(N)-F2(N);

   if  b1 > 1.e10; c=0; d=t2; else a11=b1+A2(N); 

   c= A2(N)/a11; d=(b1*t2 -b2)/a11;

   end

   A=A1(1:N2);B=A2(2:N); C=A+B; 

   F=(F1(1:N2)+F2(2:N)); 

y=fakt(N,A,B,C,F,a,b,c,d);

2.10.2  Precīzā DS DV (4) ar gabaliem-konstantiem koeficientiem.

Ja DV (4) koeficints b (0, tad precīzo DS ar integro-interpolācijas 

metodi iegūt nevar. Ja DV koeficienti ir gabaliem konstanti p(x)=pj, a(x)=aj, b(x)=bj, f(x)=fj, ja x((xj, xj+1), j=1(1)N, tad katrā segmentā [xj-1,xj], [xj, xj+1] DV risina analitiski kopā ar fiksētām režģa funkcijas vērtībām yj-1, yj, yj+1 mezglu punktos un 2 nepārtrauktības nosacījumiem [U]=[pU’]=0 centrālajā mezglu punktā xj ([g]=g(xj+0)-g(xj-0)-funkcijas g lēciens). Tas dod iespēju noteikt 4 konstantes, kas rodas risinot DV (4) analitiski, un veidot 3-punktu

šablonu DS (skat. H.Kalis” Speciālas diferenču shēmas matemātiskās fizikas problēmu risināšanā”,māc. līdz. LU, 1991 ).

Sastādīsim m-failu funkciju “ Robpr(N,x,pm,am, bm,fm,s1,t1,s2,t2)”

DV (4)  ar pārtrauktiem koeficientiem  atrisināšanai, kur N-kārtas vektori-kolonas “ pm, am, bm, fm” satur “p,a,b,f” vērtības vai vidējās vērtības nevienmērīgā režģa  starppunktos, bet  robežnosacījumi ir formā p(0)U’(0)=s1(U(0)-t1), p(l) U’(l)= s2(t2-U(l)) (tiek lietota faktorizācijas metode). Ja koeficienti ir gabaliem konstanti , tad attiecīgā diferenču shēma ir precīza.

%(p(x)u')'+a(x) u'+b(x)u =-f(x),

% pm,am,bm,fm--N-kārtas 

%vektori-kolonas, x--N+1-kārtas vektors, p(x)>0

%p(0)u'(0)=s1(u(0)-t1); p(N)u'(N)=s2(t2-u(N), 

%ja s1,sn>1.e10 tad 1. veida robežnosacījumi

function y = Robpr(N,x,pm,am,bm,fm,s1,t1,s2,t2)

N1=N+1;N2=N-1; PS=zeros(N,1); KA=zeros(N,1); V=zeros(N,1);VP=zeros(N2,1);VM=zeros(N2,1);

GM=zeros(N,1);e1=1.e-07;

for j=1:N2

   h1=x(j+1)-x(j);

   if abs(bm(j)) > e1; VM(j)=-fm(j)/bm(j); 

   elseif abs(am(j)) > e1; VM(j)=fm(j)/am(j)*h1;

   else VM(j)=-0.5*fm(j)/pm(j)*h1^2;

   end   

   h2=x(j+2)-x(j+1);

   if abs(bm(j+1)) > e1; VP(j)=-fm(j+1)/bm(j+1); 

   elseif abs(am(j+1)) > e1;  

   VP(j)=-fm(j+1)/am(j+1)*h2;

   else VP(j)=-0.5*fm(j+1)/pm(j+1)*h2^2;

   end 

end 

for j=1:N

   if abs(bm(j)) > e1; GM(j)=0; 

   elseif abs(am(j)) > e1; GM(j)=-fm(j)/am(j);

   else GM(j)=0;

   end 
   if abs(bm(j)) > e1; V(j)=-fm(j)/bm(j); else 

   V(j)=0; end

   PS(j)=-am(j)/(2*pm(j)); 

   KA(j)=sqrt(PS(j)^2- bm(j)/pm(j));

end
   h1=x(2)-x(1);

   if abs(bm(1)) > e1; gm=0; 

   elseif abs(am(1)) > e1; gm=-fm(1)/am(1);

   else gm=fm(1)/pm(1)*h1;

   end 

   h2=x(N1)-x(N);

   if abs(bm(N)) > e1; gm1=0; 

   elseif abs(am(N)) > e1; gm1=-fm(N)/am(N);

   else gm1=-fm(N)/pm(N)*h2;

   end 

if s1 > 1.e10; a=0; b=t1;

   else ch1=cosh(h1*KA(1));sh1=sinh(h1*KA(1));

   a11=(KA(1)*ch1-PS(1)*sh1);

   a22=pm(1)*a11+s1*sh1; 

   a= (pm(1)* KA(1)*exp(-h1*PS(1)))/a22;

   b=pm(1)*(a11*VM(1)+sh1*(s1*t1/pm(1)+gm)-

   KA(1)*V(1)*exp(-h1*PS(1)))/a22;

end
if sn > 1.e10; c=0; d=t2; else ch1=cosh(h2*KA(N)); 

   sh1=sinh(h2*KA(N));a11=(KA(N)*ch1+PS(N)*sh1);

   a22=pm(N)*a11+s2*sh1; 

   c= (pm(N)* KA(N)*exp(h2*PS(N)))/a22;

   d=pm(N)*(a11*VP(N2)+sh1*(s2*t2/pm(N)-gm1)-

   KA(N)*V(N)*exp(h2*PS(N)))/a22;

end

for j=1:N2

h1=x(j+1)-x(j);h2=x(j+2)-x(j+1); a1=KA(j); a2=KA(j+1);

   if abs(a1) > e1; b1=sinh(a1*h1)/a1; 

   else b1=h1*(1+((a1*h1)^2)/6);end

   if abs(a2) > e1; b2=sinh(a2*h2)/a2; 

   else b2=h2*(1+((a2*h2)^2)/6);end
c1=PS(j);c2=PS(j+1);p1=pm(j);p2=pm(j+1);g1=GM(j); g2=GM(j+1);A(j)=exp(c1*h1)*b2/p2; 

B(j)=exp(-c2*h2)*b1/p1; d1=b2/p2*(cosh(a1*h1)+ c1*b1);d2=b1/p1*(cosh(a2*h2)- c2*b2);  

d3=b1*b2/(p1*p2)*(p1*g1-p2*g2);C(j)=d1+d2; 

F(j)=-V(j)*d1-V(j+1)*d2+d3+A(j)*VM(j)+B(j)*VP(j);

end  y=fakt(N,A,B,C,F,a,b,c,d);

Sastādam programmu “ atrp1(N)” robežproblēmas koeficientu

p(x)=exp(-x), a(x)=10,b(x)=100(1-2x), f(x)= -10 un robežnosacījumu 

s1=1.e+11, sn=1.e+11, t1=0, t2=1 noformēšanai katra segmenta viduspunktā:  

%(pu')'+a*u' +bu=-f ar fakt.met.,

%pu'(0)=s1(u(0)-t1),pu'(l)=s2(t2-u(l))

function atrp1(N)

x=linspace(0,1,N+1)' ;x1=(x(1:N)+x(2:N+1))/2;b=1;

Pm=zeros(N,1);Am=zeros(N,1);Bm=zeros(N,1);

Fm=zeros(N,1);

C=10;Pm(:)=exp(-x1*b);Am(:)=C;Bm(:)=C^2*(1-2*x1);

Fm(:)=-10;

s1=1.e11; t1=0; s2=1.e11; t2=1;

y=Robpr(N,x,Pm,Am,Bm,Fm,s1,t1,s2,t2);

     plot(x,y,'k-')

grid on 

title(sprintf('partraukie koef.,N=%6.4f',N))

legend('tuv.atr.')

Palaižot šo programmu ar komandu “ atrp1(30)” iegūstam grafiku:
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Ja palielinam f(x)=20 un s2=1 (3.veida robežnosacījums, x=1), tad iegūstam 
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Atrisinājums maz mainās, ja N=20 un N=10. Ar šo programmu var veikt dažādus skaitliskos eksperimentus.Koeficientus var rēķināt dažādi.

Modificējam  programmu “ atrp1(N)” robežproblēmas koeficientu

p(x)=2+sin(x), a(x)=20sin(20x),b(x)=0, f(x)= -20(sin(20x)) un 

robežnosacījumu s1=1.e+11, s2=1.e+11, t1=0, t2=0 noformēšanai katra segmenta viduspunktos un grafiku izdošanai, salīdzinot programmu “Robpr” un “Robezp1” darbību rezultātus, ja b(x)=0:  

%(pu')'+a*u' +bu=-f ar fakt.met.,

%pu'(0)=s1(u(0)-t1),pu'(l)=sn(tn-u(l))

function atrp1(N)

x=linspace(0,1,N+1)' ;x1=(x(1:N)+x(2:N+1))/2;

Pm=zeros(N,1);Am=zeros(N,1);Bm=zeros(N,1);Fm=zeros(N,1);

C=20;Pm(:)=2+sin(x1);Am(:)=C*sin(C*x1);

Fm(:)=-C*sin(C*x1);

s1=1.e11; t1=0; s2=1.e11; t2=0;

y=Robpr(N,x,Pm,Am,Bm,Fm,s1,t1,s2,t2);

y1=Robezp1(N,x,Pm,Am,Fm,s1,t1,s2,t2);

     plot(x,y,'k-',x,y1,'ko')

     grid on 

title(sprintf('partraukie koef.,N=%6.4f',N))

legend('tuv.atr1.', 'tuv.atr2')

Palaižot šo programmu ar komandu “ atrp1(60)” iegūstam grafiku, kurā 

redzam, ka abas programmas dod vienu un to pašu rezultātu:
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Atrisinājums maz mainās, ja N=20, skat grafiku :
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Aprēķinot piemēru ar 3.veida nosacījumiem, izmainam “ atrp1” šādi:

%(pu')'+a*u' +bu=f ar fakt.met.,pu'(0)=s1(u(0)-t1),

%pu'(l)=sn(tn-u(l))

function atrp1(N)

x=linspace(0,1,N+1)' ;x1=(x(1:N)+x(2:N+1))/2;

Pm=zeros(N,1);Am=zeros(N,1);Bm=zeros(N,1);

Fm=zeros(N,1);

Pm(:)=2;Am(:)=2*sin(2*x1);

Fm(:)=2*sin(x1)-2*cos(x1).*sin(2*x1);

s1=2;

t1=0; s2=1.; t2=2*cos(1)+sin(1)+1;

y=Robpr(N,x,Pm,Am,Bm,Fm,s1,t1,s2,t2);

y1=Robezp1(N,x,Pm,Am,Fm,s1,t1,s2,t2);

Tp=sin(x)+1;

     plot(x,y,'k-',x,y1,'ko',x,Tp,'k*')

grid on 

title(sprintf('partraukie koef.,N=%6.4f',N))

legend('tuv.atr1.', 'tuv.atr2','prec. atr.')

Šeit p(x)=2, a(x)=2sin(2x), f(x)=2sin(x)-2cos(x)sin(2x), s1=2, t1=0, s2=1,

t2=2cos(1)+sin(1)+1, precizais atrisinājums U(x)= sin(x)+1. Izpildot komandu “atrp1(20)”, redzam, ka visi 3 atrisinājumi praktiski sakrīt:
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Lietojot nevienmērīgu režģi (8) formā xj=0.5(1-cos((j-1)()/N)), 

j=1(1)N+1,t.i. mainot operatoru “linspace” ar “ x=0.5*(1-cos(pi*(0:N)/N))”   iegūstam jau ar N=10 šādu grafiku:
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  Risinot testa robežproblēmu (29)ar f= U(0) = 0, U(1)=1 ar precīzo analitisko atrisinājumu U(x)=( 1 – exp(-ax))/(1 – exp(-a)) (a---parametrs) segmentā [0,1] lietosim 4 metodes :

1) Čebiševa mezglu punktus (8) un atvasinājuma matricu,

2) Vienmērīgi sadalītus  mezglu punktus (7) un atvasinājuma 

matricu,

3) Standarta centrālās  differences vienmērīgā režģī, t. i. DS (27)

 ar  y1 =0, yN+1 =1,Aj =(1/h)2 –a/(2h), Bj =(1/h)2 + a/(2h), Cj  =Aj +Bj , h=1/N,

kuras atrisinājums ir formā: yj =(1-mj-1 )/(1-mN),  m=(2-ah)/(2+ah), j=1,…,N+1, 

4) Precīzā Iljina DS Čebiševa režģī (8), kur

Aj =a/(-1 + exp(a hj )/hjv , Bj =a/(1 – exp(- a hj+1 ))/ hjv ,Cj =Aj +Bj, hj =xj  - xj-1 ,

 hjv =(hj +hj+1)/2.

Metožu realizācijai sastādam M-failu funkciju “robez”, ja a=40:

%u_xx+a*u_x=0,u(0)=0,u(1)=1

function v=robez(N)

x2=linspace(0,1,N+1)';%vienmērīgie mezglu punkti 

a=40;l=1;

[D1,x1]=cheb(N);%atvasinājumu matricas segm.[-1,1] 

[D3,x3]=vienm(N);%atvasinājumu matricas segm.[-1,1]

D=D1*2/l;x=0.5*l*(x1+1);%transformācija uz [0,1]

D2=D3*2/l;x2=0.5*l*(x3+1); %transformācija uz [0,1]

B=D^2 + a*D; %lineārās sistēmas matrica

B2=D2^2 +a*D2; %lineārās sistēmas matrica

d=-B(:,N+1);d2=-B2(:,N+1);%robežnosacījuma izdalīš.

B=B(2:N,2:N);B2=B2(2:N,2:N);%matricu sašaurināšana 

d=d(2:N);d2=d2(2:N);%vektoru sašaurināšana 

v=[0,(B\d)',1]'; v2=[0,(B2\d2)',1]';%atrisinājums

v3=(exp(-a*x2)-1)/(exp(-a)-1);% analitiskais atrs.

v31=(exp(-a*x)-1)/(exp(-a)-1); % analitiskais atrs.

h=l/N;a1=1/h^2;

B1=zeros(N+1,N+1);%centrālo diferenču matrica

B4=zeros(N+1,N+1); %Iljina diferenču matrica

for j=2:N; %cikls 3-diagonālmatricu noformēšanai

   B1(j,j)=-2*a1;

   hj=x(j)-x(j-1);hjp=x(j+1)-x(j);hjv=(hj+hjp)/2;

   Aj1=a*hjp/(1-exp(-a*hjp))/hjp/hjv;

   Aj2=a*hj/(-1+exp(a*hj))/hj/hjv;

   B4(j,j)=-(Aj1+Aj2);

   B4(j,j+1)=Aj1; 

  B4(j,j-1)=Aj2;

  B1(j,j+1)=a1+a/(2*h); 

  B1(j,j-1)=a1-a/(2*h);

end

d1=-B1(:,N+1);d4=-B4(:,N+1); %robežnosacījuma izd.

B1=B1(2:N,2:N);d1=d1(2:N); % sašaurināšana

B4=B4(2:N,2:N);d4=d4(2:N); % sašaurināšana

v1=[0,(B1\d1)',1]';%tuvinātais atrisinājums

v4=[0,(B4\d4)',1]'; %precīzais atrisinājums

plot(x,v-v31,'-sk',x2,v1-v3,'-k',x2,v2-v3,

'-ok',x,v4-v31,':+b')

grid on

title('ERROR of Sol.Problem u''+au`=0, u(0)=0, u(1)=1 for n=10,a=40')

xlabel('x')

ylabel('u') 

legend('Cheb.','Fin. difr.','Uniform','Ilyn');

Komandu logā , izpildot  komandu “>> v = robez(10)” (N=10), iegūstam

atbilstošus kļūdu grafikus.

Redzam, ka Iļjina shēma ir precīza, bet Čebiševa izdod nelielas svārstības:

y=0,0.6298,0.9518,1.0136,0.9661,1.0168,0.9657,1.0149,0.9712,1.0018, 1,

mezglu punktā x=0.1: 0.9817(precīzā vērtība), 1.1562(vienm. atvasinājumu  matrica), 1.3334(centrālās diferences) .
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2.10.3  Precīzā DS DV sistēmai ar gabaliem-konstantiem koeficientiem.


DV sistēmu gadījumā matricu-funkcijās s(z),r(z) 1 vietā jābūt vienības matricai E. Sastādīsim M-failu funkciju “ RobezpS(N,M,x,pm,qm, fm, s1, t1, s2, t2)”  M-DV sistēmai (1) ar mainīgiem (pārtrauktiem) koeficientiem atrisināšanai, kur MxMxN-kārtas matricas “ pm, qm” un MxN-kārtas matricas “U, fm”, satur koeficientu-matricu “p,q,f” vērtības vai vidējās vērtības nevienmērīgā režģa  starppunktos, bet  robežnosacījumi ir formā p(0)U’(0)=s1(U(0)-t1), p(l) U’(l)= s2(t2-u(l)), kur “s1,s2” ir MxM-kārtas matricas, “t1,t2” ir M-kārtas vektori (tiek lietota matricas faktorizācijas metode “faktS”). Ja koeficienti ir gabaliem konstanti , tad attiecīgā diferenču shēma ir precīza.

%(p(x)u')'+q(x)u'=-f(x),pm,qm--MxMxN-kārtas 

%matricas,u, fm-- MxN-kārtas matricas,

%s1,s2-- MxM-kārtas matricas, t1,t2-- M-kārtas vektori,x--N+1-kārtas vektors, p(x)>0

%p(0)u'(0)=s1(u(0)-t1); p(N)u'(N)=s2(t2-u(N),

%ja Norm(s1,s2)>1.e10 tad 1. veida robežnosacījumi

function y = RobezpS(N,M,x,pm,qm,fm,s1,t1,s2,t2)

N1=N+1;N2=N-1; A1=zeros(M,M,N); A2=zeros(M,M,N); F1=zeros(M,N);F2=zeros(M,N); ee=eye(M,M);e1=1.e-07;

for j=1:N

   h1=x(j+1)-x(j);a1=h1*qm(:,:,j)*inv(pm(:,:,j));

   if norm(a1,1) > e1; a2=inv(expm(a1)-ee)*a1;

      a3=inv(a1)*(ee-a2);

      a4=inv(ee-expm(-a1))*a1; a5=inv(a1)*(a4-ee);

   else a2=inv(ee+a1/2+a1^2/6); 

      a3= (ee*1/2+a1/6+a1^2/24)*a2;

      a4=inv(ee-a1/2+a1^2/6); 

      a5=a4*(ee*1/2-a1/6+a1^2/24);

   end

   A1(:,:,j)=a2*pm(:,:,j)/h1;   

   A2(:,:,j)=a4*pm(:,:,j)/h1;

   F1(:,j)=h1*a3*fm(:,j); F2(:,j)=h1*a5*fm(:,j);

end

h1=x(2)-x(1); a1=expm(-h1*qm(:,:,1)* inv(pm(:,:,1)))*s1(:,:);

a2=-F1(:,1)+inv(A2(:,:,1))*pm(:,:,1)*fm(:,1);

if norm(a1,1) > 1.e10; a=zeros(M,M); b=t1; 

else  a11=a1 +A1(:,:,1);

   a= inv(a11)*A1(:,:,1); b=inv(a11)*(a1*t1- a2);

end

   hn=x(N1)-x(N);  

   b1=expm(hn*inv(pm(:,:,N))*qm(:,:,N))*s2(:,:);

   b2=inv(A1(:,:,N))*pm(:,:,N)*fm(:,N)-F2(:,N);

   if norm(b1,1) > 1.e10; c=zeros(M,M); d=t2; 

   else a11=b1+A2(:,:,N); 

   c= inv(a11)*A2(:,:,N); d=inv(a11)*(b1*t2 -b2);

   end

   A=A1(:,:,1:N2); B=A2(:,:,2:N); C=A+B; 

   F=(F1(:,1:N2)+F2(:,2:N)); 

y=faktS(N,M,A,B,C,F,a,b,c,d);

Šeit  katrā segmentā  [ xj-1,xj+1] diferenciālvienādoju sistēmai ar gabaliem konstantiem koeficientiem-matricām  pielieto integro-interpolācijas metodi, reducējot to pašsaistītā formā   (pWu’)’=Wg, kur matrica-funkcija W(x)=exp( (x-xj )q*/p*), q*,p* ir koeficientu-matricu vērtības segmentu 

[xj-1, xj], [xj,xj+1] viduspunktos. Iegūst  3---punktu šablona vektoru-diferenču shēmu  līdzīgi skalāram gadījumam.

Risinot divu DV. sistēmu formā u” +a1 u’+ a2 v’=-f1, v”+b1 u’ +

b2 v’=-f2 ar robežnosacījumiem u’(0)=s11(u(0)-t11), v’(0)=s12(v(0)-t12), u’(1)=sn1(tn1-u(1)), v’(1)=sn2(tn2-v(1)), kur labās puses 

f1=a2 b2 exp(-b2 x)/(exp(-b2)-1), f2=b1 a1 exp(-a1 x)/(exp(-a1)-1) un s11=a1/(1-exp(-a1)), s12=b2/(1-exp(-b2)), sn1=a1exp(-a1)/(1-exp(-a1)), sn2= b2 exp(-b2)/(1-exp(-b2)), t11=t12=-1, tn1=tn2=2 tiek aprēķināti tā, lai atrisinājums būtu u(x)=(exp(-a1 x)-1)/(exp(-a1)-1),v(x)=( exp(-b2 x)-1)/(exp(-b2)-1). Lietojot režģa metodi risināsim šo problēmu ar matricas-faktorizācijas metodi, sastādot  M-failu  “ atrS(N,M)” robežproblēmas koeficientu-matricu vērtību aprēķināšanai katra segmenta viduspunktos un grafiku izdošanai:  

%Sistema u''+a1u'+a2v'=-f1, v''+b1u'+b2v'=-f2,

%u(0)=v(0)=0,u(1)=v(1)=1,

%u;v=(exp(-cx)-1)/(exp(-c)-1), c= a1; b2

function  atrS(N,M)

L=1;a1=20; a2=20; b1=10; b2=5;N2=N-1;N1=N+1;

aq=[a1 a2; b1 b2];

x=linspace(0,L,N1)';gm=zeros(M,N);

y=zeros(M,N1);x1=(x(1:N)+x(2:N1))/2;

u=(exp(-a1*x)-1)/(exp(-a1)-1);

v=(exp(-b2*x)-1)/(exp(-b2)-1);ee=eye(M,M);  

s1=[a1/(1-exp(-a1)) 0; 0 b2/(1-exp(-b2))];

s2=[a1*exp(-a1)/(1-exp(-a1)) 0; 0 b2*exp(-b2)/(1-exp(-b2))];

t1=-ones(M,1);t2=ones(M,1)*2;

for i=1:N

   pm(:,:,i)=ee;   qm(:,:,i)=aq;

   fm(1,i)=-(a2*b2*exp(-b2*x1(i)))/(exp(-b2)-1);

   fm(2,i)=-(a1*b1*exp(-a1*x1(i)))/(exp(-a1)-1);

end

y=RobezpS(N,M,x,pm,qm,fm,s1,t1,s2,t2);

u1=y(1,:);v1=y(2,:);

plot(x,u1,'ko',x,v1,'k-',x,u,'k*',x,v,'k:')

grid on 

title(sprintf('2 vdj. sist.,a1 = %4.2f a2=%4.2f b1=%4.2f b2=%4.2f',a1,a2,b1,b2))

legend('tuv.atr-u','tuv.atr-v','prec-u', 'prec-v')

Palaižot šo programmu ar komandu “ atrS(30,2)” iegūstam grafiku, kurā 

redzam, ka tuvinātais atrisinājums maz atšķiras no precīzā:
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Tuvinātais atrisinājums uzlabojas , ja N=50. Ar šo programmu 

var veikt dažādus skaitliskos eksperimentus.
Lietojot nevienmērīgu režģi (8) , precizitāte palielinās. Izmainot programmā “ atrS” operatoru “x=linspace(0,L,N)’ ” ar

             x2=-cos(pi*(0:N)/N)';x=0.5*L*(x2+1);

palaižot to ar komandu “ atrS(30,2)”, iegūstam grafiku:
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2.11  Uzdevumi.

1) Parādīt, ka Iļjina DS (31) ir 2.kārtas aproksimācija.

2) Precizēt novērtējumu 4.kārtas diferencei d4 U(xj)=U(4)(xj)+Ch2U(6)(().

3) Precizēt novērtējumu vienpusīgai diferencei d+U(xj)=(U(xj+1)-U(xj))/h.

4) Precizēt novērtējumu vienpusīgai diferencei d-U(xj)=(U(xj)-U(xj-1))/h.

5) Precizēt novērtējumu dU(xj)=U’(xj) +h2/6U(3)(xj) +Ch4U(5)(().

6) Precizēt novērtējumu d2U(xj)=U’’(xj) +h2/12U(4)(xj) +Ch4U(6)(().

7) Atrast nevienmērīgā režģī (6) 1.kārtas atvasinājuma aproksimāciju ar 2.kārtu.
8) Iegūt diferenču izteiksmi a2yN-1+a1yN+a0yN+1 atvasinājuma U’(xN+1) 

aproksimācijai ar 2.kārtu.
9) Iegūt diferenču izteiksmi a2y3+a1y2+a0y1 atvasinājuma U’(x1) 

aproksimācijai ar 2.kārtu.
10) Parādīt, ka 1.kārtas atvasinājuma aproksimācija (26) 3.punktu šablona 

smaguma centrā xs ir ar 2.kārtu.
11) Parādīt, ka 2.kārtas atvasinājuma aproksimācija (25) 3.punktu šablona 

smaguma centrā xs ir ar 2.kārtu.

12) Precizēt novērtējumu U’(xj-1)+4U’(xj) +U’(xj+1)=6dU(xj)+O(h4).
13) Precizēt novērtējumu U’’(xj-1)+10U’’(xj) +U’’(xj+1)=12d2U(xj)+O(h4)

un konstruēt 4.kārtas aproksimācijas DS DV (4), ja p=1, a=0.

14) Aprēķināt 1.īpašvērtību nepārtrauktajai robežproblēmai U’’ + (U=0, 

U(0)=U(1)=0 un diskrētajai problēmai d2u +( u =0, u(0)=u(1)=0 (x=xj).

15) Aprēķināt 1.īpašvērtību  diskrētajai problēmai (uzd. 15), lietojot DS

ar 4.kārtas aproksimāciju (skat. 14.uzd.).

16) Parādīt, ka DS yj-1-2ch(qh)yj+yj+1=0, j=2(1)N, y1=0, yN=1 precīzi 

aproksimē robežproblēmu U’’–q2U=0, U(0)=0, U(1)=1 (q=const).

17) Parādīt, ka Iļjina DS (31) ir monotona un kāds ir monotonitātes 
nosacījums, ja (=1.

18) Parādīt, ka aproksimējot  DV (1,4) ar centrālajām diferencēm, 

iegūstam 2.kārtas aproksimāciju ar nosacīto stabilitāti (monotonitāti), ja (pU’)’=pU’’ +p’U’.

19) Parādīt, ka gabaliem lineāras funkcijas f(x) gadījumā robežproblēmai

U’’=f(x), U(0)=U(1)=0 precīzā DS ir d2U(xj)=(f(xj-1)+4f(xj)+f(xj+1))/6, j=2(1)N, U(x1)=U(xN+1)=0 (f ir lineāra starp mezglu punktiem).

20) Iegūt precīzo DS (N=2) robežproblēmas (pU’)’=f(x), U(0)=U(2)=0

Atrisināšanai, ja p={p1=const, ja x ((0,1), p2=const, ja x((1,2), p1 ( p2 },

 f={ f1=const, ja x((0,1), f2=const, ja x((1,2)}.

21) Lietojot aproksimāciju d2U(xj)=U’’(xj) +h2/12 U(4)(xj) +h4/360 U(6)(xj)

+O(h6), iegūt precīzo DS robežproblēmai U’’=f(x), U(0)=U(1)=0, ja f(x)=x4
un atrisināt to.

22)  Iegūt   4.kārtas atvasinājumu matricu D vienmērīgā režģī (7) un pārbaudīt, ka D3u=v, kur u,v ir 4.kārtas vektori-kolonas ar elementiem xj3 un

6 atbilstoši.

23) Iegūt   4.kārtas atvasinājumu matricu D nevienmērīgā režģī (8) un pārbaudīt, ka D3u=v, kur u,v ir 4.kārtas vektori-kolonas ar elementiem xj3 un

6 atbilstoši.

24)  Lietojot atvasinājumu matricu D vienmērīgā režģī (7) ar N+1 mezglu punktiem (N=10)atrast robežproblēmas U’’= x4 , U(0)=U(1)=0 tuvināto atrisinājumu un salīdzināt to ar precīzo ( matricu D2 sašaurināt, atmetot pirmās un pēdējās kolonas un rindiņas).

25) Lietojot atvasinājumu matricu D nevienmērīgā režģī (8) ar N+1 

mezglu punktiem (N=10)atrast robežproblēmas U’’= x4 , U(0)=U(1)=0 tuvināto atrisinājumu un salīdzināt to ar precīzo ( matricu D2 sašaurināt, atmetot pirmās un pēdējās kolonas un rindiņas).

26) Atrisināt robežproblēmu U’’ + 23U’ + 60 U =0, U(0)=0, U(1)=1


nalītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

27) Atrisināt robežproblēmu U’’ + 17U’ – 60 U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

28) Atrisināt robežproblēmu U’’ – 17U’ – 60 U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

29) Atrisināt robežproblēmu U’’ –23 U’ + 60 U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

30) Atrisināt robežproblēmu U’’ + 41U’ + 40 U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

31) Atrisināt robežproblēmu U’’ + 39U’ – 40 U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

32) Atrisināt robežproblēmu U’’ – 39U’ – 40 U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

33) Atrisināt robežproblēmu U’’ – 41U’ + 40 U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ja N=10.

34) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ + 42xU’ +40 U =0, U(1)=0, U(e)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

35) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ + 40xU’ – 40 U =0, U(1)=0, U(e)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

36) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ – 38xU’ – 40 U =0, U(1)=0, U(e)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

37) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ – 40xU’ + 40 U =0, U(1)=0, U(e)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

38) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ + 42xU’ +40 U =x, U(1)=0, U(e)=0

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

39) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ + 40xU’ – 40 U =x, U(1)=0, U(e)=0

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

40) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ – 38xU’ – 40 U =x, U(1)=0, U(e)=0

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

41) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’ – 40xU’ + 40 U =x, U(1)=0, U(e)=0

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

42) Atrisināt robežproblēmu x U’’ – 40U’  =x, U(1)=0, U(e)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

43) Atrisināt robežproblēmu x U’’ + 42U’ =x, U(1)=0, U(e)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

44) Risinot DV  U’’- b2U=-f ar konstantiem koeficientiem, Bahvalovs

 izveido precīzo DS formā (d2U(xj) – b2U(xj)= -f , U(0),U(l)-doti, kur 

(=((/sh(())2, (=bh/2; pārbaudīt šo DS vienmērīgā režģī (N=10), ja U(0)=0.

U(1)=1, b=10, f=1. 

45) Risinot DV  U’’+b2U=-f ar konstantiem koeficientiem, Bahvalovs

 izveido precīzo DS formā (d2U(xj) + b2U(xj)= -f , U(0),U(l)-doti, kur 

(=((/sin(())2, (=bh/2; pārbaudīt šo DS vienmērīgā režģī (N=10), ja U(0)=0.

U(1)=1, b=10, f=1.

46) Aproksimējot atvasinājumus uz robežas, dažreiz lieto fiktīvus mezglu 

punktus (x0=-h, xN+2=l+h) ārpus segmenta [0,l] un atvasinājumus aizstāj ar centālajām diferencēm U’(x1)=(U(x2)-U(x0))/(2h) +O(h2), U’(xN+1)= (U(xN+2)-U(xN))/(2h) +O(h2), tad, rakstot arī DV (1,4) diskrēto analogu centrālas diferencēs uz robežas, fiktīvās vērtības U(x0), U(xN+2) var izslēgt un iegūt 2-punktu šablona aproksimāciju uz robežas; pārbaudīt šīs metodes

precizitāti modeļa piemērā. 

47) Atrisināt robežproblēmu x2 U’’  - 42 U =x, U(1)=0, U(e)=0

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo DS atrisinājumu, ko iegūst, aproksimējot DV mainīgos koeficientus ar gabaliem konstantiem 

(2 veida aproksimācijas, N=10).

48) Atrisināt robežproblēmu  U’’ – 36U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ko ieguvis Bahvalovs( N=10).

49) Atrisināt robežproblēmu  U’’ + 36U =0, U(0)=0, U(1)=1

analītiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo precīzo DS atrisinājumu, ko ieguvis Bahvalovs( N=10).

50) Atrisināt robežproblēmu  U’’ –k2(1-2x)U’ =0, U(0)=0,U(1)=1 

(k=const) analitiski un salīdzināt šo atrisinājumu ar atbilstošo Iļjina DS atrisinājumu, ( N=10, precizais atrisinājums ir U(x)=(erf((x-0.5)k) +erf(k/2))/(2erf(k/2)),kur erf(z)=
[image: image23.wmf]ò

-

z

t

dt

e

0

2

2

p

=-erf(-z)ir varbūtību integŗālis) zīmēt U(x) grafiku saimi, ja k=1(1)10 un parādīt, ka robežslānis veidojas segmenta [0,1] vidū  .

51) Aprēķināt DS (27) koeficientus robežproblēmai (2,4), ja DV (4) koeficienti ir gabaliem gludi (skat. MATLAB programmu “Robpr”).
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