3. Matemātiskās fizikas problēmas ar periodiskajiem    

              robežnosacījumiem.

Pārejot no parastajiem diferenciālvienādojumiem (DV) uz parciālajiem (PDV), lai  varētu pētīt un pamatot sastādītās diferenču shēmas (DS), lietderīgāk ir apskatīt matemātiskās fizikas problēmas ar periodiskajiem robežnosacījumiem, t.i. kad segmentā [0,l] atrisinājumam U(x) pastāv sakarība

    U(0)=U(l), U’(0)=U’(l).                                                   (3.1)

Tālāk apskatīsim tikai vienības segmentu, t.i. l=1. Tad  nosacījumus (1) var pārnest  visiem x (R formā 

                                U(x+1)=U(x),                                                  (3.2)

kur U(x) ir diferencējama funkcija. 


Kā modeli skaitliskajai analīzei apskatīsim advekcijas-difūzijas vai konvekcijas –difūzijas vienādojumu

                               Ut +a Ux=D Uxx ,                                                 (3.3)

kur a(R (konvektīvais pārneses ātrums), D(0 (difūzijas koeficients), t>0 (laiks), x (R(telpas koordināte),U=U(x,t)-nezināmā funkcija (koncentrācija vai temperatūra).

Funkcijas U viennozīmīgai noteikšanai apskata sākuma nosacījumu

                                  U(x,0)=U0(x)                                                    (3.4)

un periodiskos nosacījumus formā

                                   U(x+1, t)= U(x,t), t>0, x(R.                             (3.5)

Ja koeficienti a,D ir konstanti, tad problēmai (3-5) ir spēkā  masas

M(t)= 
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 saglabāšanās likums  laikā t (masu bilances vienādojums), jo  M’(t)= 
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=-a(U(1,t)-U(0,t)) +D(Ux(1,t)-Ux(0,t))=0,

tātad M(t)=M(0) un var parādīt , ka 

                             U(x,t) ( 0, ja U(x,0)=U0(x)(0.                                 (3.6)

Šai īpašibai arī jābūt spēkā sastādītai DS.

Ja D=0, tad  advekcijas vai konvekcijas PDV

                                           Ut +a Ux =0                                                 (3.7)

ir vienkārš atrisinājums U(x,t)=U(x-at,0)=U0(x-at),

t.i. sākotnējais profils U0(x) tiek laikā t pārbīdits pa labi ar ātrumu a, ja a >0.

Taisnes x-at=const  plaknē (x,t) sauc par harakteristikām (raksturlīknēm). 

Uz šīm taisnēm atrisinājums U(x,t) ir konstants. 

Otrs apskatāmais modelis (a=0) ir difūzijas PDV
                                   Ut=DUxx .                                                              (3.8)

Šo vienādojumu pazīst arī kā siltuma vadīšanas vienādojumu plāksnē, kur

U ir plāksnes temperatūra, D-siltuma vadīšanas koeficients. 

Tālāk apskatīsim tikai diskretizāciju telpas mainīgajam x, bet mainīgais t paliks nepārtraukts t.i. veidosim  t.s. taišņu metodes algoritmus.

3.1 Furjē dekompozīcija.

Apskatam kvadrātiski summējamu kompleksu funkciju v, w telpu L2[0,1] ar šādu skalāro reizinājumu un normu: (v,w)=
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 ||w||=(w,w)1/2, 

kur 
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 ir kompleksi saistītā v(x) vērtība. Apskatīsim Furjē harmonikas (modas)                (k(x)= exp(2(ikx),  k(Z,                                 (3.9)

kuras veido ortonormētu bāzi telpā L2[0,1]: ((k,(j)=0, ja j (k un ||(k||=1.

Jebkuru funkciju w(x)(L2 var izvirzīt Furjē rindā  w(x)=
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kur Furjē koeficienti  ak=((k,w) un ||w||2=
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|ak|2 (Parsevāla vienādība).

Šīs formulas sauc par Furjē dekompoziciju.


Ja apskata difūzijas vienādojumu (8) ar periodiskuma nosacījumu (5)

un sākuma nosacījumu (4), kur U0(x)= (k(x), tad atdalot mainīgos speciālu atrisinājumu var meklēt formā U(x,t)=C(t) (k(x) ar C(0)=1. Tad no PDV (8)

seko, ka C’(t)= -4(2k2D C(t), t.i. C(t)=exp(-4(2k2Dt). Tātad rezultātā, iegūstam laikā dilstošu atrisinājumu formā

                  U(x,t)=exp(-4(2k2Dt) (k(x).                                             (3.10)

Ievērojot sākuma nosacījumu (4) ar U0(x) (L2[0,1], izvirzam to Furjē

rindā U0(x)= 
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metodes seko, ka pilnās problēmas (5,8) atrisinājums ir

                    U(x,t)= 
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Lietojot Parsevāla vienādību, redzam, ka  

       ||U(.,t)||2 =
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t.i. atrisinājums normā L2 laikā neaug. No (10)seko, ka modas ar lielākiem viļņu skaitļiem k dilst straujāk, nekā ar mazākiem.


Apskatot atbilsošu atrisinājumu vienai modai  PDV (7), iegūst

                           U(x,t)=exp(-2(ikat) (k(x)= (k(x-at).                       (3.13)

Tātad advekcijas gadījumā atsevišķa Furjē moda vai vilnis tiek pārbīdīti ar ātrumu a (ja a>0 pa labi, ja a<0 pa kreisi) un nekāda dilšana nenotiek. PDV

(7) sauc arī par 1 viļņa  vienādojumu, jo standarta 2 viļņu vienādojums ir formā Utt=a2Uxx ar atrisinājumu U(x,t)= (k(x 
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 at), t.i.viens vilnis izplatās vienlaicīgi pa labi un otrs pa kreisi.


Apskatot abus efektus kopīgi, analizējam PDV (3) ar sākuma nosacījumu U0(x)= (k(x). Tad ar superpozīciju iegūstam

   U(x,t)= exp(-4(2k2t) (k(x-at), kur pirmais reizinātājs izsaka modas dilšanu, bet otrs pārbīdi laikā ar to pašu ātrumu a. Patvaļīgam sākuma profilam U0(x)

iegūstam atrisinājumu formā

                      U(x,t)= 
[image: image12.wmf]å
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kur ak=((k,U0). Tāpat kā iepriekš (12) seko , ka atrisinājums normā L2 laikā neaug.


No (10), (13) redzams, ka abus speciālos atrisinājumus var pierakstīt viļņa tipa funkcijas formā   

                                  U(x,t)=exp(2(i(kx-ct)) ,                                       (3.15)

kur k ir viļņu skaitlis, c=c(k) ir frekvence (vienādojumam (7) c=ak, bet (8)

c=-2(iDk2). Vienādojumu (15) sauc arī par dispersijas vienādojumu.

Furjē koeficientu ak dilšanas ātrums ir atkarīgs no izvirzījuma funkcijas W(x) gluduma:  ja W(j) ( L2[0,1], tad 

                                       |ak| 
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Ja W(j) ir gabaliem-diferencējama funkcija, tad |ak| ( |k|-(j+1). 


Praktiskos aprēķinos lieto Furjē rindu nogriežņus (galīgas rindas)

                                   WK(x) = 
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kur ak=((k, W) un WK(x) konverģē normā L2 uz W(x), ja K ((. Ja funkcija W(x) ir pārtraukta, tad konverģence ir lēna un var veidoties pārtraukumu punktos oscilācijas (Hibsa efekts).


Furjē analīzi var veikt arī reālu funkciju telpā L2, lietojot eksponentes 

vietā sinus un kosinus funkcijas.

3.2 Diskrētā Furjē dekompozīcija.

 
Apskatīsim vienmērīgu telpas režģi  (h={xj=jh, j=1(1)N, x0=0,xN=1}

ar soli h=1/N. Aproksimēsim U(xj,t) ar uj(t), lietojot PDV (3,7,8)  atvasinājumu pēc x aizstāšanu ar diferencēm (diskretizācija telpā), bet neatkarīgais mainīgais t (laiks) paliek nepārtaukts. Rezultātā iegūst (taišņu metodi) parasto DV sistēmu laikā , kuru var risināt ar 1. nodaļā apskatītajām metodēm. Šī DV sistēma PDV (3 ) būs formā:

           u’j(t)=
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vai vektorialā veidā  u’(t)=Au(t), kur A ir matrica,

bet u=(u1,u2, . . . uN)T- vektors kolona.


Ar diskrēto Furjē dekompozīciju ērti analīzēt lineāras diferenču shēmas (DS) ar periodiskajiem robežnosacījumiem, pētot to stabilitāti, konverģenci, disipāciju un dispersiju.


No Furjē modām (9) izvēlēsimies diskrētās formā 

               (k=((k(x1), (k(x2), . . . , (k(xN))T, k ( Z .                    (3.18)

Šo vektoru kompleksā telpā CN var apskatīt kā režģa funkciju, kas definēta režģī , vai kā nepārtrauktās modas (9) projekcija režģī. Diviem tādiem vektoriem v un w var definēt skalāro reizinājumu un normu

                     (v,w)h = h 
[image: image16.wmf]å

=

-

N

j

j

j

w

v

1

,

     ||w||h=
[image: image17.wmf].

)

,

(

h

w

w


Diskrētās Furjē modas (18) veido telpā CN ortonormētu bāzi, jo

        ((k , (s)h=1, ja k=s(mod N) un ((k , (s)h=0, ja k(s.

Līdz ar to jebkuru vektoru w no CN var izvirzīt pēc (18) formā

                             w = 
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kur  ak = ((k , w)h. Šīs formulas sauc par diskrēto Furjē dekompozīciju.

Analogi iegūstam diskrēto Parsevāla vienādību ||w||h2 = 
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Formulas (19) var pārakstīt formā

wj = 
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Vektoru a = (a1, . . . , aN)T sauc par vektora w diskrēto Furjē transformāciju.

Ar konstruēto ātro Furjē  transformāciju (FFT) izdodas aritmētisko operāciju-reizināšanu skaitu reducēt no N2  uz N log2N


Tālāk apskatīsim Košī problēmu lineārai DV sistēmai
                   w’(t) = Aw(t),    w(0) = 
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=

F

N

k

k

k

a

1

,

                              (3.20)

kur matrica A ir NxN cikliskā matrica formā A=[c0 c1 . . . cN-1]

(ir uzdota tikai matricas 1. rinda, jo katru nākošo rindu matricā var iegūt no iepriekšējās, pārbīdot to cikliski pa vienam elementam pa kreisi, pēdējā rinda satur elementus (c1 c2 . . . cN-1 c0 )). Šādas cikliskās matricas rodas diskretizējot telpā PDV ar periodiskajiem robežnosacījumiem. Viegli redzēt,

ka jebkura diskrētā moda (k (18) ir matricas  A īpašfunkcija, kurai atbilst īpašvērtība       
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   (A(k = (k (k).                    (3.21)

Tad Košī problēmas (20) atrisinājums ir

                             w(t)=
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Lietojumos reālās daļas visām īpašvērtībām (k ir nepozitīvas, tāpēc

             ||w(t)||h2  ( 
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Tā kā w(t)=exp(tA)w(0), tad arī || exp(tA||  ( 1 visiem t un DV sistēma (20)

ir stabila L2 normā. Ja A ir ko-simmetriska ar imaginārām īpašvērtībām, tad

||w(t)||h = ||w(0)||h . 


Apskatot  NxN matricu V, kuras kolonās atrodas īpašvektori (18), t. i.

                             V=
[image: image26.wmf]h

 {(1, (2, . . . , (N} ,                                

un NxN diagonālmatricu D = diag((1, . . . , (N), tad A= VDV-1 un 

exp(tA) = V exp(tD) V-1, ||exp(tA)|| =  
[image: image27.wmf].
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3.3 Advekcijas vai konvekcijas  PDV diskrētā analīze. 

Diskretizējot PDV (7) telpā uz 3-punktu (xj-1, xj, xj+1) vienmērigā režģa 

šablona, var izvēlēties 3 veida 1.kārtas atvasinājuma U’(xj) aproksimācijas,

veidojot sekojošu diferenču shēmu (DS) vai taišņu metožu algoritmus:

1) 1.kārtas aproksimācijas DS ar diferencēm atpakaļ (upwind, a>0)

                uj’(t)=a(uj-1(t) – uj(t))/h,  j=1(1)N, u0(t)=uN(t),                    (3.23)

2) 1.kārtas aproksimācijas DS ar diferencēm uz priekšu(upwind, a<0)

                uj’(t)=a(uj(t) – uj+1(t))/h,  j=1(1)N, u1(t)=uN+1(t),                 (3.24)

3) 2.kārtas aproksimācijas DS ar centrālām diferencēm 

     uj’(t)=a(uj-1(t) – uj+1(t))/(2h),  j=1(1)N, u1(t)=uN+1(t), u0(t)=uN(t).   (3.25)

Sākuma nosacījumu izmanto formā  uj(0)=U0(xj), j=0(1)N+1.

Pirmās divas shēmas (23,24)  sauc arī par DS pa vējam (upwind), ja parametrs a ir ar noteiktu zīmi. Neskatoties, ka  DS ar centrālām diferencēm (25) ir precīzāka par (23, 24), tomēr tās lietošana var izsaukt diskrētā atrisinājuma oscilācijas tās nesabilitātes dēļ. Modelējot DS (23,25) ar

                    U0(x)=(sin(( x)100 ,                                                         (3.26)

( precīzais atrisinājums U(x,t)= (sin(( (x-at))100 ) segmentā [0,1], ja h=1/50, t=a=1, sastādam MATLAB m-failu programmu“ adv”:

% u_t +a u_xx=0, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100

function adv(N)

a=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); t=1;

x=x(2:N1);

B1=zeros(N,N);B2=zeros(N,N);

B1=B1+diag(-ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1);

B1(1,N)=1; B1=B1*a/h;

B2=B2+diag(-ones(N2,1),1)+diag(ones(N2,1),-1);

B2(1,N)=1; B2(N,1)=-1;B2=B2*a/(2*h);

g0=(sin(pi*x/L)).^100;

u1=expm(B1*t)*g0';

u2=expm(B2*t)*g0';

plot(x,u1,'.',x,u2,'k-',x,g0,'k*')

grid on

title(sprintf('Tests-vienp. un centr. DS,a=%4.2f,h=%4.2f',a,h))

legend('vienp. DS','centr. DS', 'prec. atr.')

Palaižot šo programmu ar komandu “>> adv(50)” iegūstam grafiku
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Redzam, ka DS rezultāti ir ļoti neprecīzi , pie kam DS (25) izsauc svārstošu

atrisinājumu. Tas saistīts ar to , ka sākuma profils nav gluds. Ja U0(x)=sin((x), tad precizitāte strauji uzlabojas (skat. grafiku):
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Ja DS (23) vienpusīgo diferenci izvirza Teilora rindā, tad ar 2.kārtas aproksimāciju iegūstam (7) vietā modificētu PDV formā

                    Ut + aUx =0.5 ahUxx                                            (3.27)

ar mākslīgu (skaitlisko) difūziju 0.5ah, t.i. faktiski iegūstam PDV formā (3). Analogi, izvirzot centrālo diferenci DS (25) Teilora rindā, tad ar 4.kārtas

aproksimāciju (7) vietā iegūstam šādu modificētu PDV:

                    Ut + aUx = - ah2/6  Uxxx                                                              (3.28)

ar  papildus dispersiju Uxxx . 

Ja par sākuma nosacījumu U0(x) izvēlas Furjē modu (9) (k(x), tad PDV (27)

atrisinājums ir U(x,t)= (k(x-bk t), kur bk= a(1-2/3 (2k2h2), t.i. modes kustas ar dažādu ātrumu un rodas oscilācijas (līdzīgi Hibsa efektam).


 DS( 23-25) ir parasto DV sistēmas  u’(t)=A u(t) ar  ciklisku matricu A. Pētot DS ar  Furjē metodi, ja  U0(x) = (k(x), iegūst speciālu atrisinājumu

u(x,t) = exp((kt) (k(x), kur (k ir atbilstoša matricas A īpašvērtība 

((k-īpašvektors), t.i. 

                      uj(t)= exp((kt) exp(2(ikxj ),                                    (3.29)

bet precīzais atrisinājums PDV (7) ir

                       U(xj,t)=exp(-2(ikat) exp(2(ikxj ).                          (3.30)

Tātad jāsalīdzina matricas A īpašvertības (k ar diferenciāloperatora a(x 

īpašvērtībām (-2(ika). Viegli redzēt, ka DS (23,24) pastāv

                ( k =|a|(cos(2(kh)-1)/h –iasin(2(kh)/h, k=1(1) N,           (3.31)

bet  DS (25)

               ( k = -ia sin(2(kh)/h , k=1(1)N.                                         (3.32)

Redzam, ka īpašvērtības (32) DS (25) ir  tīri imagināras. Ar MATLAB iegūstam īpašvērtības (31) DS( 23), kas novietotas pa aploci kompleksajā plaknē, ja a=1, N=50:
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Tā kā  DS (23) Re((k) ( 0, tad atrisinājuma operators exp(At) apmierina

nevienādību ||exp(At)|| ( 1 visiem t un parasto DV sistēmas, kas atbilst DS (23-25), ir stabilas normā L2 . Ja DS (23) a<0, tad īpašvērtības atrodas kompleksās plaknes labajā pusplaknē un DS ir nestabila (tad jālieto DS (24)). 


Ja h(0, tad no (31,32) atbilstoši seko, ka

          ( k = -2(iak  -1/2 |a|(2(k)2h  +O(h2),                                  (3.33)

          ( k = -2(iak +1/6 ia(2(k)3h2  +O(h4).                                 (3.34)

No šejienes redzams, ka lieliem viļņu skaitļiem k aproksimācija ir slikta.


 Salīdzinot (9)ar (30), pierakstam speciālos atrisinājumus formā

   uj(t) = exp(t Re((k)) exp(2(ik(xj – bkt), bk=-Im((k)/(2(k),       (3.35)

                          U(xj,t)=exp(2(ik(xj – at) .                                  (3.36)           

Reizinātājs exp(t Re((k)) izsaka k-tās Furjē modas skaitlisko dilšanu vai

dissipāciju. DS advekcijas DV (7) sauc par dissipatīvu, ja  Re((k) <0 

visiem k (N (DS ir nedissipatīva, ja Re((k) =0 visiem k, tāda ir DS (25)).

Lielumu bk sauc par k-tās Furjē modas skaitlisko fāzes ātrumu un ja tas nesakrīt ar a, tad DS ir dispersija, kas var izsaukt atrisinājuma oscilāciju.  

DS (23) ir dispersīva, bet atrisinājums neoscilē, jo dilšanas faktors 

exp(t Re((k)) dzēš  augstas frekvences Furjē modas.


Augstāku kārtu DS PDV (7) ar periodiskajiem robežnosacījumiem var rakstīt formā

                    u’j(t) = 
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    j=1(1)N,                         (3.37)

ar uj(t)=uj+N(t). Šeit pavisam tiek izmantoti r+s+1- punktu šablons

(r punkti pa kreisi no xj un s-punkti pa labi). Lai aprēķinātu koeficientus un izveidotu DS ar q-tās kārtas aproksimāciju, lieto Teilora rindas izvirzījumu xj apkārtnē, iegūstot algebrisku vienādojumu sistēmu
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k

kqgk = 0,            (3.38)

kur q ( r+s. DS ar q=r+s sauc par optimālās kārtas shēmu. Strangs (1983)

parādīja, ka Ds ar q=r+s ir stabila normā L2 (a>0), ja s( r(s+2 un citādi nesabila. Ja a<0, tad nosacījums ir r( s( r+2.


Ja a>0 un r=2,s=1, tad iegūst 3.kārtas DS

          uj’(t)=a(-1/6 uj-2(t) + uj-1(t) – 1/2 uj(t)-1/3 uj+1(t))/h,               (3.39)

bet , ja a<0

        uj’(t)=a(1/6 uj+2(t) - uj+1(t) + 1/2 uj(t)+1/3 uj-1(t))/h.                   (3.40)

Modificētais PDV, kura aproksimācija ir O(h4), ir formā

            Ut+ aUx = -1/12 |a| h3 Uxxxx .

Loceklis –Uxxxx ir augstākas kārtas dissipācija, kurš dzēš Furjē modas ar lielākām frekvencēm, bet pieļauj oscilācijas, jo PDV Ut =- Uxxxx tāpat kā PDV Ut = Uxx  visas Furjē modas laikā dilst, bet šim PDV nav spēkā maksimuma princips. Piemēram, ja U(x,0)=1-cos(2(x), tad U(0,0)=0,

Ut(0,0)=-(2()4 <0 un U(0,t) būs negatīvs maziem t>0.


Ja a>0 un r=s=2, tad iegūst 4.kārtas DS

   uj’(t)=a(-1/12 uj-2(t) +2/3 uj-1(t) – 2/3 uj+1(t) +1/12 uj+2(t))/h.            (3.41)

 Modelējot (26) ar DS (39,41),  izmainam MATLAB programmā “adv”operatorus

B1=B1+diag(-0.5*ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1)- ...

1/6*diag(ones(N2-1,1),-2)-1/3*diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1;B1(N,1)=-1/3; B1(1,N2)=-1/6; 

B1(2,N)=-1/6; B1=B1*a/h;

B2=B2+1/12*diag(ones(N2-1,1),2)-2/3* ... diag(ones(N2,1),1)-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2) ...
+2/3*diag(ones(N2,1),-1);

B2(1,N)=2/3; B2(N,1)=-2/3;B2(1,N2)=-1/12; 

B2(2,N)=-1/12;

B2(N,2)=1/12; B2(N2,1)=1/12;B2=B2*a/h;

Palaižot programmu ar komandu “ >>adv(50)” iegūstam grafiku
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Redzam, ka precizitāte uzlabojas, lai gan oscilācijas vēl paliek. Ievietojot diskrētās modas (k ,k=1(1)N diferenču vienādojumos (39), (41), iegūstam atbilstošas īpašvērtības 

       ( k =-4/3 |a|/h sin4((kh) – ai(4-cos(2(kh))sin(2(kh)/(3h),         (3.42)

              ( k =-ai(4-cos(2(kh))sin(2(kh)/(3h).                                   (3.43)

Abos gadījumos Re (k ( 0 visiem k, kas norāda diskretizācijas stabilitāti.

DS (39) visas īpašvērtības ir kreisajā pusplaknē (skat.MATLAB komandas un zīm., a=1, N=50 ), izņemot (N=0, bet DS (41) tās ir tīri imagināras. 

» N=50;h=1/50;a=1;l1=-4/3*a/h*(sin(pi*h*(1:N))).^4; 

» l2=-i/3*a/h*sin(2*pi*h*(1:N)).*(4-cos(2*pi*h*(1:N)));

» plot(l1+l2)
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Interesanti, ka imaginārās daļas abās formulās (42,43) sakrīt, t.i. fāzes kļūdas

abām DS (39,41) ir vienādas. Praksē vairāk lieto DS (39,40). Šīm DS ar 4.kārtu aproksimē PDV formā

                     Ut + aUx = - |a|h3/12  Uxxxx   .                                              (3.44) 

Salīdzinot kļūdas max|ej (t)| (ej(t)=U(xj,t)-uj(t)) grafikus atkarībā no t ar dažādiem N=50,100,150, ja U0(x)=(sin((x))100 un a=1 , izveidojam MATLAB m-failu programmu “advN”:

% u_t +a u_xx=0, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS 1.un 2. kārtas aproks.

function advN

m=20;T=0.5:0.5:10;

a=1;L=1;v=zeros(m,3);

for nN=1:3

N=50+(nN-1)*50;

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); 

x=x(2:N1);

B1=zeros(N,N);B2=zeros(N,N);

B1=B1+diag(-ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1);

B1(1,N)=1; B1=B1*a/h;

%B2=B2+diag(-ones(N2,1),1)+diag(ones(N2,1),-1);

%B2(1,N)=1; B2(N,1)=-1;B2=B2*a/(2*h);

g0=(sin(pi*x)).^100;

for k=1:m

  t=T(k);

u1=expm(B1*t)*g0';

%u2=expm(B2*t)*g0';

up= (sin(pi*(x-a*t))).^100;

v(k,nN)=norm(u1-up',inf);

end

end

plot(T,v(:,1),'ko',T,v(:,2),'k*',T,v(:,3),'k.')

grid on

title(sprintf('Max.Kļūda  DS,a=%4.2f',a))

legend('N=50','N=100', 'N=150')

Palaižot šo programmu ar DS (23), ja t=0.5(0.5)10, iegūstam grafiku
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Lietojot DS ar centrālajām diferencēm (25) (programmā “ advN” noņem % zīmes), iegūstam grafiku
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Lietojot DS ar 3.kārtas aproksimāciju (39), iegūstam
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DS ar 4.kārtas aproksimāciju (41) dod šādus rezultātus:
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Redzam, ka DS centrālajās diferencēs (25, 41) , ja N=50 dod svārstošus rezultātus, bet vienpusīgās DS (23,39) ir neprecīzākas nekā centrālās, ja N>50.

3.4    Difūzijas  PDV diskrētā analīze.

Apskatot difūzijas PDV (8) ar periodiskajiem robežnosacījumiem (5), 

parasti telpā 3-punktu šablona DS sastādīšanai 2.kārtas atvasinājuma Uxx
 lieto 2.kārtas centrālās differences, iegūstot DV sistēmu

uj’(t)=D(uj-1(t) –2uj(t)+ uj+1(t))/h2,j=1(1)N, u1(t)=uN+1(t), u0(t)=uN(t),  (3.45)

kuru var pārakstīt vektoriālā formā u’(t)=Au(t) ar doto N-kārtas vektoru u(0). Šai DS atbilstošais modificētais PDV, kuru tā aproksimē ar 4.kārtu ir formā

                  Ut =DUxx +1/12 Dh2 Uxxxx .                                                        (3.46)

Šis vienādojums ir nestabils, jo izvēloties par sākuma nosacījumu Furjē modu (9) var atrast speciālu atrisinājumu formā 

           U(x,t)=exp(-4D(2k2(1-(2h2k2/3)t)exp(2(ikx),

kurš eksponenciāli aug, ja h2k2 > 3/(2. To izsauc atvasinājums Uxxxx  PDV (46). Izrakstot citu modificēto PDV

                     Ut =DUxx +1/12 Dh2 Uxxxx   + 1/360 Dh4 Uxxxxxx ,

kuru aproksimē DS (45) ar 6.kārtu, var redzēt, ka tas ir stabils. Tāpēc stabilitātes secinājums pētot (46) nav korekts. Lietojot DS (45) Furjē analīzi,

iegūstam  

                                  uj(t)= exp((kt) exp(2(ikxj),                        (3.47)

kur (k = - 4D (sin((kh)/h)2 , k=1(1)N ir diskrētās problēmas īpašvērtības.

No difūzijas PDV (8) seko, ka

                                  U(xj, t) =exp(-4 (2 k2Dt) exp(2(ikxj).         (3.48)

Tā kā visas īpašvērtības ir reālas negatīvas, atrodas segmentā [-4Dh2,0], tad DS (45) ir stabila. Ja diferenču matrica A advekcijas PDV (7)  ir proporcionāla O(h-1), tad difūzijas PDV (8) tā ir proporcionāla O(h-2) un atbilstošā DV sistēma ir stiegra (stiff). Mazām t vērtībām precizitāte var būt mazāka, nekā lielām. 


Apskatīsim piemēru DS (45) ar sākuma nosacījumu U0(x)=(sin((x))100, ja N=10, N=30, N=50  un t=[10-3,0.191], lietojot MATLAB m-failu “ dif1” , kurš aprēķina max|uj (t)| atkarībā no t:

% u_t =Du_xx, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS 2. kārtas aproks.

function dif1

m=20;T=0.001:0.01:0.191;

D=1;L=1;v=zeros(m,3);

for nN=1:3

N=10+(nN-1)*20;

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); 

x=x(2:N1);

B2=zeros(N,N);

B2=B2+diag(ones(N2,1),1)+diag(ones(N2,1),-1)-2*diag(ones(N,1));

B2(1,N)=1; B2(N,1)=1;B2=B2*D/h^2;

g0=(sin(pi*x)).^100;

for k=1:m

t=T(k);

u2=expm(B2*t)*g0';

v(k,nN)=norm(u2,inf);

end

end

plot(T,v(:,1),'ko',T,v(:,2),'k*',T,v(:,3),'k.')

grid on

title(sprintf('Max. vērtības DS,D=%4.2f',D))

legend('N=10','N=30', 'N=50')
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Redzam, ka maksimālas vērtības ar N=30 un N=50 praktiski sakrīt. Aprēķinot atbilstošus profilus, ja t=0.001  ar programmu “dif2”iegūstam
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% u_t =Du_xx, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS 2. kārtas aproks.

function dif2

D=1;

v1=zeros(10,1);v2=zeros(30,1);v3=zeros(50,1);

x1=zeros(10,1);x2=zeros(30,1);x3=zeros(50,1);

for nN=1:3

N=10+(nN-1)*20;

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); 

x=x(2:N1);

B2=zeros(N,N);

B2=B2+diag(ones(N2,1),1)+diag(ones(N2,1),-1)-2*diag(ones(N,1));

B2(1,N)=1; B2(N,1)=1;B2=B2*D/h^2;

g0=(sin(pi*x)).^100;

t=0.001;

u2=expm(B2*t)*g0'; 

if nN==1 v1=u2;x1=x; elseif  nN==2 v2=u2;x2=x;

else  v3=u2;x3=x; end 

end

plot(x1,v1,'ko',x2,v2,'k*',x3,v3,'k.')

grid on

title(sprintf('Profili,ja t=0.001, DS,D=%4.2f',D))

legend('N=10','N=30', 'N=50')

Analogi, kā iepriekš (37) augstāku kārtu DS PDV (8) ar periodiskajiem robežnosacījumiem var rakstīt formā

                    u’j(t) = 
[image: image33.wmf]å

-

=

+

s

r

k

k

j

k

t

u

g

h

D

),

(

2

    j=1(1)N,                         (3.49)

kur uj(t) = uj+N(t). Pieņemsim, ka r=s, g-k=gk (simetrijas dēļ).

Lai aprēķinātu koeficientus un izveidotu DS ar q-tās kārtas aproksimāciju, lieto Teilora rindas izvirzījumu xj apkārtnē, iegūstot algebrisku vienādojumu sistēmu
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kqgk = 0,             (3.50)

kur q ( 2s. Ja s=2, tad iegūst 4.kārtas DS formā 

uj’(t)= D(-1/12 uj-2(t) +4/3  uj-1(t) – 5/2 uj(t) + 4/3 uj+1(t) -1/12 uj+2(t) )/h2.

                                                                                                          (3.51)

Lietojot Furjē  analīzi, var parādīt, ka DS (51) ir stabila, jo visas īpašvērtības

ir uz reālās negatīvās ass  starp  -32/6 Dh-2 un 0.                

          Palaižot  iepriekšējo programmu “ dif2” ar DS (51) , izmainot dažus operatorus ,iegūstam

B2=B2-1/12*diag(ones(N2-1,1),2) ... +4/3*diag(ones(N2,1),1)...

-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2)+ ...
4/3*diag(ones(N2,1),-1) -5/2*diag(ones(N,1));

B2(1,N)=4/3; B2(N,1)=4/3;B2(1,N2)=-1/12; 

B2(2,N)=-1/12;

B2(N,2)=-1/12; B2(N2,1)=-1/12;B2=B2*D/h^2;
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Bez apskatāmajām DS (23-25, 39-41) vēl ir pazīstamas šādas 2.kārtas aproksimācijas DS advekcijas PDV (7), ja a>0:

1) 3-punktu šablona DS pa vējam (upwind)

             uj’(t) =a(-0.5 uj-2(t) +2uj-1(t) –1.5uj(t))/h,                        (3.52)

2) 3-punktu šablona DS pa vējam (upwind, 1968,Fromm)

      uj’(t) =a(-0.25 uj-2(t) +5/4 uj-1(t) –3/4 uj(t) –0.25 uj+1(t))/h.         (3.53) 

3.5     Difūzijas -advekcijas  PDV diskrētā analīze.

 Pilno PDV (3) ar nosacījumiem (5) var aproksimēt ar 2.kārtas DS 

centrālajās diferencēs 

uj’(t)=(D/h2+a/(2h))uj-1(t) –2D/ h2uj(t)+ (D/h2-a/(2h))uj+1(t),j=1(1)N, (3.54)

kur  u1(t)=uN+1(t), u0(t)=uN(t).  

Lietojot advekcijai 1. kārtas aproksimāciju (23,24), DS (54) parametra D vietā jāievieto D+0.5|a|h. Furjē analīze DS (54) dod šādas īpašvērtības

           ( k =2D/h2  (cos(2(kh)-1) – ai/h sin(2(kh), k=1(1)N.              (3.55)

Šīs telpiskās diskretīzācijas īpašvērtības atrodas kompleksās plaknes kreisajā pusē (tās ir lokalizētas uz elipses ar pusasīm 2D/h2 un |a|/h). Oscilācijas nosaka t.s. Peklē skaitlis Pe =|a|h/D. Monotonitātes nosacījums (DS ārpus diagonāles esošie koeficienti ir nenegatīvi) ir formā

                                          Pe=|a|h/D ( 2.                                       (3.56)

 Ja pastāv šis nosacījums, tad DS (56) ir monotona un skaitliskā atrisinājumā

oscilācijas nav. Ja neatkarīgais mainīgais pieder segmentam [0,L], tad formulās (55) k vietā jāievieto k/L, bet īpašvērtību lokalizācija kreisajā pusplaknē nemainās.  


Svarīgi ir iegūt labu aproksimāciju advekcijai, kas nav vienkārš uzdevums.Vienīgi 1.kārtas DS (23,24) producē nenegatīvu skaitlisku rezultātu apskatāmam testam U0(x)=(sin((x))100, pārējās diskrētās telpiskās aproksimācijas satur oscilācijas. Kvalitatīvi diskretizāciju var pētīt, lietojot fāzes ātrumu un dilšanas faktoru (35). Ja Furjē analīzē PDV (7)īpašvērtības numurē no k=-[N/2](1)[N/2] ( [a] lieluma a veselā daļa), tad   (35) normētos fāzu ātrumu bk un dilšanas faktoru dk var pierakstīt šādi:

            bk= -1/(2(ka) Im((k),     dk=1/(Na) Re((k), k=1(1)[N/2].       (3.57)

 Apskatāmajām DS (23, 25, 39,41) var veikt šo faktoru analīzi, piemēram, ja N=100. Analogi PDV (8) var apskatīt dilšanas faktoru ck=- 1/(4(2k2D) Re((k), k=1(1)[N/2] un konstatēt, ka 4.kārtas DS (51) šis faktors ir lielāks nekā 2.kārtas DS (45). 

3.6    Pozitivitātes nosacījumi  diskrētām problēmām .

Apskatot advekcijas PDV (7) telpiskās diskretizācijas vispārīgo DS (37)

no pozitivitātes nosacījuma (1.58) seko, ka DS koeficientiem ir jābūt spēkā nevienādībām  

                              agk ( 0, visiem k (  0.                                      (3.58)

Šie nosacījumi ir spēkā tikai 1.kārtas DS (23,24). Šīs DS apmierina īpašību

(1.59,1.60) un ir monotonas. Var parādīt, ka no visām DS (37) vienīgā DS, kurai ir spēkā maksimuma princips ir DS ar precizitāti q=1 (to sauc par Godunova (1959) barjēru).

          Difūzijas PDV (8) telpiskās diskretizācijas vispārīgai DS (49)

no pozitivitātes nosacījuma (1.58) seko, ka DS koeficientiem ir jābūt spēkā nevienādībām

                                        Dgk( 0, visiem k (  0.                                (3.59)

 Šie nosacījumi ir spēkā 2.kārtas DS (45), bet 4.kārtas DS (51) nav (traucē 

koeficienti ar vērtību –1/12.). Var parādīt, ka no visām DS (49) vienīgās DS, kurām ir spēkā maksimuma princips ir DS ar precizitāti q ( 2, bet ar mazāko kļūdu ir DS (45) (q=2).


Vispārīgam difūzijas-advekcijas PDV ar mainīgiem koeficientiem

                       Ut + (a(x,t)U)x = (D(x,t)Ux)x                                                  (3.60)

diverģentā formā (D(x,t) >0) ar periodiskajiem robežnosacījumiem telpiskā 2.kārtas diskretizācija ir formā

uj’=1/(2h) (aj-0.5(uj-1+uj)-aj+0.5(uj +uj+1))+h-2(Dj-0.5(uj-1-uj)-Dj+0.5(uj-uj+1)), (3.61)

kur j=1(1)N, uj=uj(t), u0=uN, uN+1=u1, a​j
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0.5=D(x​j
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0.5,t).

No (1.58) seko, ka DS (61) atrisinājums ir pozetīvs, ja režģa Peklē skaitlis apmierina nevienādību
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Ja advekcijas daļu telpā diskretizē ar vienpusīgām (upwind) 1. kārtas diferencēm, bet difūzo tāpat kā iepriekš, tad DS ir formā

uj’=1/h (a+j-0.5 uj-1 - ( a+j-0.5 - a-j+0.5)uj - a-j+0.5 uj+1)+

                                h-2(Dj-0.5(uj-1-uj)-Dj+0.5(uj-uj+1)),                       (3.63)

kur a+ =max(a,0), a- =min(a,0). Šīs DS atrisinājums ir vienmēr pozetīvs neatkarīgi no Pekle skaitļa. Ja a=const, tad abas DS apmierina nosacījumu

(1.60) un ir spēkā stabilitāte un konverģence.


Lietojot monotono Iļjina aproksimāciju (2.31) (PDV (3) iegūstam

DS, kurai arī saglabājas pozitivitātes nosacījumi 

           uj’ (t) = D(d 2uj - a duj,                                               (3.64)

kur ( =( cth((), (=ah/(2D), d 2uj = d2u(xj),  duj=du(xj) ir centrālas 2.kārtas un 1.kārtas diferences.


Skaitliskos eksperimentos izvēlamies D=10-3 , a=1, lietojot DS (61-64) ar N=10, N=30, N=50 un sākuma nosacījumu (26). Tā kā koeficienti ir konstanti, tad DS (61) seko no (64), ja ( =1. Izveidojot DS (64) MATLAB programmu “difkonv” 

% u_t =Du_xx -a u_x, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS(taišņu metode)

function difkonv

D=1.e-03;a=1;

v1=zeros(10,1);v2=zeros(30,1);v3=zeros(50,1);

x1=zeros(10,1);x2=zeros(30,1);x3=zeros(50,1);

for nN=1:3

N=10+(nN-1)*20;N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1);x=x(2:N1);

g1=a*h/D/2;g=g1*coth(g1);a1=g+g1;a2=g-g1;a3=2*g;

B=zeros(N,N);

B=B+a2*diag(ones(N2,1),1)+. . . 

a1*diag(ones(N2,1),-1)-a3*diag(ones(N,1));

B(1,N)=a1; B(N,1)=a2;B=B*D/h^2;g0=(sin(pi*x)).^100;

t=0.25;u2=expm(B*t)*g0'; 

if nN==1 v1=u2;x1=x; elseif  nN==2 v2=u2;x2=x;

else  v3=u2;x3=x; end 

end
plot(x1,v1,'ko',x2,v2,'k*',x3,v3,'k.')

grid on

title(sprintf('Dif.-adv.profili,taišņu metodes DS,t=%4.2f',t))

legend('N=10','N=30', 'N=50')


un veicot aprēķinus, ja t=0.25, iegūstam grafiku (attiecīgas ( vērtības ir 50, 16.7, 10)
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Ja t=2, tad (attiecīgās atrisinājuma vērtības punktā x=0.5 ir 0.1044,0.1221,0.1567)
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Palielinot N(N=60, N=70, N=80), ja t=2, iegūstam (atbilstoši (=8.33, 7.14, 6.25 ; atrisinājums punktā x=0.5:  0.1712, 0.1845, 0.1968) diezgan lēnu konverģenci
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Attiecīgā DS centrālajās diferencēs (61) dod sekojošus rezultātus ( tā kā nav spēkā Pe=ah/D<2, tad pozitivitāte nav spēkā, atbilstoši punktā x=0.5: 0.3744, 0.3948, 0.4097)
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Beidzot, eksperimentējot ar DS (63), iegūstam( atbilstoši vidus punktā: 0.1621, 0.1733, 0.1833, kas ir neprecīzāk, kā DS (64))
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3.7     Aizklātā telpiskā diskretizācija .

Lietojot vairākslāņu DS, mēs varam  analogi (37, 49) izveidot šādu vispārīgu algoritmu PDV (3) aproksimācijai
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kur koeficienti pk, gk ir atkarīgi no a, D un h (iekavās normēšanas nosacījums).  Mortons (1996) ir pētījis šo aizklāto DS, kad r=1. Matricu formā DS (65) var pierakstīt šādi 

                           Bu’(t) = A u(t),  vai  u’(t)= B-1A u(t),                  (3.66)

kur  A =(aij) = (h-2 gj-i), B =(bij) = (pj-i)- 2r+1 kārtas matricas, u(t) vektori. Apskatot aproksimācijas kļūdu  ((t)=BUh’ (t) –AUh(t), kur Uh(t) ir  precīzā atrisinājuma (3) projekcija vienmērīgā režģī,  un izvirzot to Teilora rindā režģa punkta (xj ,t) apkārtnē iegūstam (j(t)=h-2(C0 U+hC1Ux+h2C2 Uxx+ …), kur C0 =-(0 , C1= - (1 -ah(0, Ck=-( (k + k ah(k-1 – k(k-1)D(k-2)/k!, k (2, (k = 
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ar 00=1. Diskretizācija  ir ar kārtu q, ja Ck=O(hq+2-k), k=0,1, …, q+2.  Ja r=1, tad (k = g1+(-1)k g-1, (k=p1+(-1)k p-1, k (1. No normēšanas (0=1, un , ja C0=C1=0, tad diskretizācija ir precīza  lineārai funkcijai. Tātad, iegūstam  g-1 + g0 + g1 =0, g-1+ g1 =ah, kas kopā ar normēšanas nosacījumu nosaka atlikumu.                                             Apskatīsim dažus piemērus.                                                               

1. Apskatot tikai difūzijas modeli (a=0) iegūstam 4.kārtas aproksimācijas 

DS, ja g-1=g​1=D, g0=-2D, p-1=p1=1/12,    p0 = 10/12, (Rihtmeiers un Mortons, 1967) t.i. 

                    1/12 ( u’j-1 +10u’j + u’j+1) = D/h2( uj-1 - 2uj + uj+1).            (3.67)

Līdzīgu iegūst 4.kārtas aproksimācijas DS advekcijas PDV (D=0) formā 

                    1/6 (u’j-1 +4u’j + u’j+1) = a/(2h)( uj-1  -  uj+1).                      (3.68)

Analogi var iegūt 2.kārtas aproksimācijas DS (upwind, box DS, a>0) PDV (D=0):

                    1/2 (u’j-1 +u’j ) = a/h( uj-1  -  uj).                                          (3.69)

Ja a<0, tad, tad (69) jāveic refleksija pret mezglu punktu xj.
    2.  DS (61) centrālās diferencēs ar 2.kārtas aproksimāciju PDV (3) ir C2=0, C3=1/6 ah, C4=-1/12 D. DS ar 4.kārtas aproksimāciju ( C2=C3=0, C4=D/12, C5= -ah/180) ir formā

 1/6 (u’j-1 +4u’j + u’j+1) = a/(2h)( uj-1  -  uj+1) + D/h2( uj-1 - 2uj + uj+1).   (3.70)

Eksperimentējot ar šo DS (a=1, D=10-3, N=60,70,80) ar MATLAB programmu “ difkaiz” 

% u_t =Du_xx -a u_x, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS(taišņu metode)

function difkaiz

D=1.e-03;a=1;

v1=zeros(60,1);v2=zeros(70,1);v3=zeros(80,1);

x1=zeros(60,1);x2=zeros(70,1);x3=zeros(80,1);

for nN=1:3

N=60+(nN-1)*10;N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); x=x(2:N1);g1=a*h/D/2;

g=1;

a1=g+g1;a2=g-g1;a3=2*g;

B=zeros(N,N);B1=zeros(N,N);

B=B+a2*diag(ones(N2,1),1)+. . .

a1*diag(ones(N2,1),-1)-a3*diag(ones(N,1));

B1=B1+1/6*diag(ones(N2,1),1)+. . .

1/6*diag(ones(N2,1),-1)+4/6*diag(ones(N,1));

B(1,N)=a1; B(N,1)=a2;B1(1,N)=1/6; B1(N,1)=1/6;

B=inv(B1)*B*D/h^2;g0=(sin(pi*x)).^100;

t=2;u2=expm(B*t)*g0'; u2(N/2)

if nN==1 v1=u2;x1=x; elseif  nN==2 v2=u2;x2=x;

else  v3=u2;x3=x; end 

end
plot(x1,v1,'ko',x2,v2,'k*',x3,v3,'k.')

grid on

title(sprintf('Dif.-adv.profili,aizkl.taišņu. . . metodes DS,t=%4.2f',t))

legend('N=60','N=70', 'N=80')

iegūstam ( atbilstošās vērtības vidus punktā: 0.4464, 0.4470, 0.4475) rezultātus, kas praktiski nav atkarīgi no režģa punktu skaita N:
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Ja N=10,30,50, tad iegūstam (vidus punktos: 0.3631, 0.4348, 0.4452, svārstās tikai atrisinājums ar N=10):
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Pētot DS (65-70) stabilitāti un konverģenci, jābūt || exp(tB-1A)|| ( C visiem t>0. Lietojot diskrētās Furjē modas, seko A=Vdiag(ak)V-1, B= Vdiag(bk)V-1 , kur V=
[image: image47.wmf]h

 {(1, (2, . . . , (N} , (k – Furjē modu vektors-kolona (18), ak, bk- matricu A,B īpašvērtības. Apskatot globālo diskretizācijas kļūdas transformēto vektoru e(t) =V-1( Uh(t)-u(t)), no  PDV (3) iegūstam DV formā                                   ak ek’(t)= ak ek(t) + (k(t), k=1(1)N. Ja (k =ak/bk, tad šī diferenciālvienādojuma atrisinājums ir 

ek(t) = exp(t (k) ek(0) +  
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 , ja bk (0            (3.71)   ek(t) = -(k(t)/ak , ja bk=0, ak ( 0 (|ak|  + |bk| >0).  Lai pierādītu DS (65) konverģenci, jālieto stabilitātes nosacījums formā                                                                Re((k) ( 0 un |ak|  + |bk|  ( (, ( >0, k=1(1)N.                                  

Apzīmējot ar F1(z)=h-2 
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 un stabilitātes nosacījums ir formā 

Re(F1(z)/F2(z)) ( 0,   un  |F1(z)| + |F2(z)|  ( ( visiem |z| = 1.            (3.72)

Sastādot DS (70) MAPLE programmu, kas zīmē stabilitātes apgabalu, ja h=1/50, a=1, D=10-3, iegūstam

>restart:with(plots):h:=1/50.:a:=1.:d:=10^(-3):                                                            a1:=d+a*h/2.; a2:=d-a*h/2.;                                                                          complexplot(1./h^2*(a1*exp(-I*x)-2.*d +a2*exp(I*x))/(1/6.*exp(-I*x)+4/6.  +1/6.*exp(I*x) ),x=0..2*Pi, title=`Aizklātā DS`,color=black, thickness=3);

Palaižot šo programmu iegūstam stabilitātes apgabalu kompleksās plaknes kreisajā pusplaknē, uz reālās ass segmentu [-30,0] (skat. zīm.). Palielinot N, šī segmenta garums paplašinās, piemēram, ja N=100 (h=1/100), tad segments ir [-120,0], ja N=200 (h=1/200), tad --- [-480,0], bet, ja N=10 (h=1/10), tad tas ir ļoti šaurs [-1.2, 0].                                                             Ja DS (65), r=1, un kļūdu koeficienti C0=C1=0, C2=O(h) un , ja h-2 |g0| +|p0-1/2| ( 0, tad (72) ir spēkā , ja 2ah(p1-p-1) ( g0, g0(1-2p0) (0.
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3.8    Diskretizācija  telpā  un  laikā
Ja PDV (3) diskretizē tikai neatkarīgo mainīgo x (telpiskā diskretizācija, taišņu metode), tad vienmērīgā režģī ar soli h iegūst parasto DV sistēmu


      u’(t) = F(t,u(t)), t >0                                                         (3.73)            

ar vektoru u(t)=(u1(t), u2(t), . . . , uN(t))T, kur uj(t) aproksimē U(xj,t), xj=jh, j=1(1)N. Diskrētie periodiskie robežnosacījumi ir iekļauti funkcijā F.  Ja diskretizē arī otru neatkarīgo mainīgo t (diskretizācija laikā), ievedot laika momentus tn=n(, n=1,2,…, (n-laika slānis, (-laika solis) , iegūstam pilno aproksimāciju attiecībā pret abiem neatkarīgajiem mainīgajiem ujn = u(xj, tn).                                            Standarta aproksimācija ir (-metode (2-slāņu DS) 

              un+1 = un +((1-()F(tn,un) +((F(tn+1, un+1),                     (3.74)

kur  un =(u1n, u2n, . . ., uNn)T-N-tās kārtas vektors-kolona laika slānī n (režģa funkcija). Vispārīgi lineāru 2-slāņu (1-soļu) DS var pierakstīt formā

               B0 un+1 = B1 un + G(tn, tn+1), n=0,1,. . .                           (3.75)            kur B0, B1 ir N-kārtas matricas, G-vektors, kas aproksimē nehomogeno locekli PDV (3). Ja DS ir atklāta, tad B0 ir vienības matrica E. Ja ir lineāra DV sistēma  u’(t)=A u(t) + g(t), kura iegūta ar telpisko diskretizāciju, tad, lietojot (-metodi (74) ar F=Au(t) +g(t), iegūstam (75), kur B0=E-((A, B1=E +(1-()(A, G(tn, tn+1)=(1-()(g(tn) +((g(tn+1).

Apskatot advekcijas PDV (7) , a>0 atklātā 1.kārtas DS ir formā                  ujn+1  = ujn + a(/h( uj-1n –ujn), j=1(1)N, n=0,1, . . ., u0n=uNn.        (3.76) Salīdzinot ar (75), redzam, ka B0=E, B1=E + (A, kur A ir telpiskās diskretizācijas (upwind) (23) matrica un realizāciju laikā veic atklātā Eilera metode.                                                                                                      Salīdzinot tuvināto atrisinājumu ujn ar PDV precīzo U(xj, tn), ievietojam to (76)        U(xj,tn+1)=U(xj,tn) + a(/h (U(xj-1,tn) –U(xj,tn)) +((jn,                       kur lokālā aproksimācijas kļūda (jn= -0.5 ah(1-a(/h) Uxx(xj,tn)+O( h2+(2). Skaitli a(/h sauc par CFL (Kurants+Fridrihs+Levi) skaitli un, ja                                                              

                                   CFL =a(/h( 1,                                                     (3.77)       tad DS (76) ir stabila (||B1|| ( 1)  un globālās kļūdas novērtējums ir formā      ||uh(tn) –un||( 0.5 tn ah(1-CFL) max||Uxx(x,t)|| +O(h2).                                           Apskatīsim 2.kārtas aproksimācijas Laksa- Bendrofa (1960) DS advekcijas PDV (7) formā

 ujn+1  = ujn + 0.5CFL( uj-1n –uj+1n) +0.5 (CFL)2(uj-1n –2 ujn +uj+1n ).        (3.78)

Šo DS var iegūt no Teilora izvirzījuma U(xj, tn+1) =U(xj,tn) +(Ut(xj,tn) + 0.5(2Utt(xj,tn) +O((3), izmantojot PDV (7) un lietojot centrālās differences. Lokālo aproksimācijas kļūda ir (jn=1/6 ah2(1-(CFL)2 ) Uxxx(xj, tn) +O(h2+(2). Ja ((0, tad DS (78) atrisinājums tiecas uz centrālo diferenču DS (25) atrisinājumu.                                                                                                      Abas DS (76,78) var apskatīt no harakteristiku viedokļa hiperboliskam PDV (7), proti ir zināms, ka U(xj, tn+1)= U(xj -( a, tn) . Ja CFL≤1, tad  xj- (a =    xj-CFL h atrodas starp  mezglu punktiem xj-1 un xj+1. Tad DS (76) var iegūt, ja ar lineāro interpolāciju laika momentā tn lai iegūtu  U(xj,tn+1) aproksimāciju ,  u(xj-CFL h) ( (1-CFL) u(xj) + CFL u(xj-1), ja  a>0 un u(xj-CFL h) ( (1+CFL) u(xj) - CFL u(xj+1), ja  a<0 (šeit t=tn). Analogi  DS (78) var iegūt  ar kvadrātisko interpolāciju, lietojot mezglu punktus xj-1, xj, xj+1:    U(xj-CFL h) ( 0.5 CFL(CFL+1)u(xj-1)+(1-(CFL)2)u(xj) +0.5 CFL(CFL-1)* u(xj+1).                                                                                                     Vektoru DS (75) aproksimācijas kļūdu var definēt ar izteiksmi                       

B0 uh(tn+1) = B1 uh(tn) +G(tn, tn+1) +((n .                                           (3.79) Atņemot no(75) (79), iegūst kļūdai en=uh(tn)-un sakarību 

                       en+1= B en + (n ,                                                                                          (3.80)   kur B = B0-1 B1, (n =( B0-1 (n – ir telpas un laika diskretizācijas lokālā kļūda. 

No (80) var iegūt, ka en = Bne0 +Bn-1 (0 + . . . + B (n-2 + (n-1 un ja ||Bn|| ( K visiem n ( 0, n( ( T un || B0-1|| ( C, tad ||(n|| (C (||(n||, un jebkuram tn([0,T]                                       ||en|| ( K ||e0|| + K 
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 (||( k||.               (3.81) Apriorais novērtējums (81) pierāda 2-slāņu DS (75) konverģenci un stabilitāti. To norāda arī Laksa ekvivatences teorēma, ka  lineāriem PDV no aproksimācijas un stabilitātes seko DS konverģence ar tādu pašu kārtu kā aproksimācijas kārta. Svarīgi ir izpētīt DS stabilitāti .Divslāņu homogēnas DS ir  formā un+1= R((A) un , kur R ir stabilitātes funkcija, kura ir atkarīga no matricas A īpašvērtībām (. Lineārai problēmai DV (73) labajā pusē   F(t,u)=Au +g(t), kur A ir diskretizētais telpā  difūzijas- advekcijas (3) operators. Eilera metodei R(z)=1+z, bet atklātai trapeces metodei (1.29)- R(z)= 1+z+0.5 z2. Attiecīgie stabilitātes apgabali (((k (S, visiem k) ir apskatīti 1.nodaļā. Lietojot (-metodi telpas diskretizācijā iegūstam šādus stabilitātes kritērijus:                                                                                       1) vienpusīgām DS (23,24)  |a|(/h ( 1/(1-2(), ja ( <1/2 un ( < (, ja (( ½ ,  2) centrālajai advekcijas DS (25) (( (, ja ( ( ½, citādi nestabila DS,                              3)  centrālajai difūzijas DS (45) Dh= D(/h2 ( 1/(2-4(), ja ( <1/2; (<(, ja ((1/2.                                                                                                                  Lietojot advekcijas PDV (7) telpā 3.kārtas aproksimācijas DS (39) un Eilera atklāto metodi, stabilitātes nosacījums ir |1+z| (1, kur  no (42)                         z= (( =-4/3 |CFL|sin4(x) –1/3 i CFL sin(2x)(4-cos(2x)), kur x([0,(].  Lietojot MAPLE programmu: restart:with(plots): implicitplot(abs(1-4/3.*CFL*(sin(x))^4- 1/3.*I*CFL*sin(2*x) *(4-cos(2*x)))-1  ,x=0..Pi,CFL=0..2, view=[0..4,0..2],title=`Eilera atklāta DS`,color=black, thickness=3);
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iegūstam  grafiku (1.zīm.), no kura redzams, ka šī metode ir nestabila (CFL=0 segmenta [0,(] galos (telpiskā diskretizācija bija nosacīti stabila). Ja laikā lieto atklāto trapeces metodi (1.17) ar stabilitātes nosacījumu    |1+z+z/2| ( 1, tad iegūstam, ka CFL ( 0.87 (skat. 2. zīm.)   

Lietojot 2.kārtas aproksimāciju telpā (54) PDV (3) ar atklāto Eilera metodi, iegūstam 2-slāņu atklāto DS ((=0) ar stabilitātes nosacījumu |R(z)| ( 1(55), kur R(z)=1+z, z= (( = 2Dh(cos(2x)-1) – iCFLsin(2x), Dh=D(/h2, x ([0,(]. Iegūstam nevienādību  p(s)= 2Dh- (CFL)2 +s((CFL)2 – 4Dh) (0 , kur s=sin2(x). Tā kā funkcija p(s) ir lineāra, tad tā būs nenegatīva, ja p(0) ( 0, p(1) ( 0. Līdz ar to iegūstam stabilitātes nosacījumus formā                                                 

                                   (CFL)2 ( 2Dh ( 1                                              (3.82) t.i. faktiski CFL ( 1 un  Dh ( 0.5 (atklātās 2-slāņu DS PDV( 8) stabilitātes nosacījums). Iļjina DS (64) nevienādības (82) saglabājas, tikai Dh jāaizvieto ar (Dh , t.i. laika solis samazinās. Lietojot aproksimācijai laikā trapecas metodi (1.17) nosacījuma (82) vietā  ir (Hundsdorfer, Verwer 2003)  

                                 1/3 (CFL)2 ( 2Dh ( 1.                                         (3.83)

Tālāk sastādīsim MATLAB programmu “ advt34” ar kuru, lietojot testa piemēru (26) modelēsim (-metodi advekcijas PDV (7) aproksimācijai telpā ar 3. un 4.kārtas DS (39,41).  

% u_t +a u_xx=0, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS 3.un 4. kārtas aproks.

%laikā un telpā

function advt34(N)

m=1000;theta=0;T=linspace(0,1,m+1);tau=1/m;

a=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); x=x(2:N1);

B1=zeros(N,N);B2=zeros(N,N);

B1=B1+diag(-0.5*ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1)- ...

1/6*diag(ones(N2-1,1),-2)-1/3*diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1;B1(N,1)=-1/3; B1(1,N2)=-1/6; 

B1(2,N)=-1/6;B1=B1*a/h*tau;

B2=B2+1/12*diag(ones(N2-1,1),2)- ... 2/3*diag(ones(N2,1),1)...

-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2) ...
+2/3*diag(ones(N2,1),-1);

B2(1,N)=2/3; B2(N,1)=-2/3;B2(1,N2)=-1/12; 

B2(2,N)=-1/12;

B2(N,2)=1/12; B2(N2,1)=1/12;B2=B2*a/h*tau;

g0=(sin(pi*x/L)).^100;

E=eye(N,N);

u1=(inv(E-theta*B1)*(E+(1-theta)*B1))^m*g0';

u2=(inv(E-theta*B2)*(E+(1-theta)*B2))^m*g0';

plot(x,u1,'k.',x,u2,'k-',x,g0,'k*')

grid on

title(sprintf('Tests-3.un 4.aprok. DS,theta=%4.2f,h=%4.2f,tau=%6.4f',theta,h,tau))

legend('3.kārtas DS','4.kārtas DS', 'prec. atr.')

Ja  t=a=1, N=50, (=1/1000,CFL=1/20, (=0 (atklātā Eilera metode), tad izpildot komandu “ >>advt34(50)”, iegūstam
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Ja (=0.5 (aizklātā trapeces formula), tad
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Beidzot, ja ( =1 (aizklātā Eilera metode), tad svārstības abām DS samazinās, bet precizitāte samazinās salīdzinot ar  (=1/2.
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Šeit  DS un+1= un +(1-()(B un +(( B un+1  DV u’(t) = Bu(t), (tn= n() aprēķināšanai realizē formā  un=(E-((B)-1(E+(1- ()(B)u0.

 Diskrēto Furjē analīzi Džons fon Neimans (1940) pielieto DS stabilitātes pētīšanai. Kā piemēru apskatīsim atklāto DS 2.kārtas aproksimācijai telpā (45) difūzijas PDV (8)                                                                                  ujn+1= ujn+Dh( uj-1n –2ujn +uj+1n), j=1(1)N, n=0,1,…,u0n=uNn, uN+1n=u1n,(3.84) kur h=1/N, Dh=(D/h2.  Kā sākuma nosacījumu vispirms apskatīsim Furjē modu ar viļņu skaitli k ([1,N] (18), t.i. uj0=(k(xj) =exp(2(ikxj) un pieņemsim, ka ujn+1=rkujn visiem n ( 0 vai                 

                             ujn =(rk)nexp(2(ikxj), n(0.                                     (3.85) Lielumu rk sauc par k-tās Furjē modas pārejas moduli. Ievietojot (85) DS (84) iegūstam rk=1-4Dhsin2((hk). Pieprasot, lai |rk| ( 1 visiem k=1(1)N, iegūstam atklātās DS stabilitātes nosacījumu formā               

                                        Dh=(D/h2 ( ½.                                         (3.86)      Ja (k=( (k(x1), ( k(x2),…, (k(xN))T, tad var sākuma vektoru izvirzīt           u0= 
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|ak|2 = ||u0||. Ja homogēno DS (75) pārraksta formā un+1= Bun (B=B0-1B1 ), tad ||B|| = max|rk| un ||B|| ( const, ja                                    |rk|  ( 1 + O(().                                            (3.87) Nosacījumu (87) sauc par fon Neimaņa stabilitātes nosacījumu (īsāk |rk|(1).

Apskatot Laksa-Bendrofa DS (78) advekcijas PDV (7), iegūstam pārejas moduli rk=1- 2b2sin2((kh) ib sin(2(kh), b=CFL. Tā kā                                    |rk|2 =1-4b2(1-b2)sin4( (kh), tad šī DS ir stabila normā L2, ja CFL (1. 

3.9  Uzdevumi.
1) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (23), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā                 U0(x)={(x-0.25)/0.25, ja x ([0.25,0.5]; (0.75-x)/0.25, ja x([0.5,0.75}; 0, ja x([0,0.25] un x([0.75,1]}.

2) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (25), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

3) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (39), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

4) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (51), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

5) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (52), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

6) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (53), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

7) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (54), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

8) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (61), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

9) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (63), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

10) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (64), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

11) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (67), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

12) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (68), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

13) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (69), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

14) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (70), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

15) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (76), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

16) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (78), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

17) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (84), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

18) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS, kuras aproksimē difūzijas PDV(8) laikā un telpā ((-metode), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

19) Pierādīt stabilitātes nosacījumus DS (23,24), lietojot (-metodi.

20) Pierādīt stabilitātes nosacījumus DS (25), lietojot (-metodi.

21) Pierādīt stabilitātes nosacījumus DS (45), lietojot (-metodi.

22) Pierādīt (DS) stabilitātes nosacījumus (83).

23) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS, kuras aproksimē difūzijas-konvekcijas PDV(3) laikā un telpā ((-metode), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

24) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS, kuras aproksimē konvekcijas PDV(7) laikā un telpā ((-metode), ja sākuma nosacījums ir periodiska funkcija ar periodu 1 funkcijas cepurītes formā (skat. 1.uzdevumu).

25) Parādīt, ka cikliskās matricas A=[a0, a1, . . . , aN-1] inversā matrica B=A-1 arī ir cikliska un tās elementi ir formā 
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Modificēt faktorizācijas metodes programmu cikliskām matricām.
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