4. Matemātiskās fizikas jaukta veida problēmas

3.nodaļā tika detalizēti pētītas matemātiskās fizikas problēmas ar periodiskajiem robežnosacījumiem, kuru pamatā ir  parciālais diferenciālvienādojums (PDV) formā

                   Ut+(aU)x=(DUx)x +g(x,t), x((0,1), t((0,T]                  (4.1)

ar dotu sākuma nosacījumu 

                   U(x,0)=U0(x)), x([0,1].                                                  (4.2)

Šeit  a=a(x,t), D=D(x,t), g=g(x,t) ir  zināmas telpas mainīgā x un laika- t funkcijas. Vienkāršības  labad koeficienti PDV (1) bija izvēlēti konstanti.

Šajā nodaļā tiks arī analizētas DS PDV (1) uzdodot segmenta [0,1] gala punktos x=0 un x=1 dažādus robežnosacījumus. Apskatot PDV (1) divus

modeļus (konvekcijas un difūzijas)

                                  U​t+ aUx=g(x,t),                                                  (4.3)        

                                  Ut= DUxx+g(x,t).                                               (4.4)

galvenokārt lietosim PDV (1,3), jo difūzijas vai siltuma vadīšanas PDV(4) problēmas tiks apskatītas 5.nodaļā. Sākumā apskatīsim tikai PDV (1-4) aproksimāciju telpā (taišņu metodi), lietojot režģi ar N mezglu punktiem. Tad PDV vietā, izmantojot robežnosacījumus, iegūstam Košī problēmu parasto diferenciālvienādojumu (PD) sistēmai (diferenču shēmu (DS))              

                                   u’(t) = F(t,u(t))                                                  (4.5) 

ar sākuma nosacījumu (2) (u, F ir N-kārtas vektori- kolonas atkarīgi no t).

4.1  Diskrētā aproksimācija telpā (taišņu metode), aproksimācija, stabilitāte un     konverģence.

 
PD sistēma (5) aizklātā veidā satur diskretizācijas soli telpā h (vienmērīgā režģa gadījumā). Pieņemsim, ka uh(t) ir PDV precīzā atrisinājuma projekcija izvēlētā režģa punktos fiksētā laika momentā t, t.i.  vektors-kolona ar kārtu N. Tad telpiskā diskretizācijas kļūda (spatial error) ir vektors

                                     e(t) = uh(t) – u(t).                                             (4.6)

Atbilstošo aproksimācijas kļūdas( truncation error) vektoru definē šādi

                   ((t) = uh’(t) –F(t, uh(t)).                                                    (4.7)

Diferenču shēmai (DS) (5) ir q >0 kārtas aproksimācija, ja robežgadījumā, kad h ( 0 pastāv novērtējums

                                ||((t)|| = O(hq) vienmērīgi visiem t ([0,T].         (4.8)

DS (5) konverģē ar kārtu p >0, ja pastāv novērtējums                        

                                ||e(t)|| = O(hp) visiem t ([0,T].                             (4.9)

DS ar periodiskajiem robežnosacījumiem parasti p=q.  Cita veida robežnosacījumiem varētu būt arī1, ka p>q.


Pētot DS konverģenci bez aproksimācijas svarīgi ir apskatīt DS stabilitāti. To vieglāk aprakstīt lineāras DV sistēmas (DS) gadījumā

                         u’(t) = A u(t) + g(t),                                              (4.10)

kur A ir NxN matrica, g(t)-vektors-kolona ar kārtu N, kas aproksimē PDV avota locekli un nehomogēnos robežnosacījumus. Matrica A nav cikliska, ja robežnosacījumi nav periodiski.


DS (10) sauc par stabilu, ja pastāv nevienādība

                      ||exp(tA)|| ( K exp((t) visiem t ([0,T],                    (4.11)

ar konstanti K (1 un ( ir reāls skaitlis neatkarīgs no h. 

Pieņemot, ka ir spēkā DS(10) stabilitātes novērtējums (11) un aproksimācija ar kārtu q (8) vai   ||((t)|| ( Chq  un ||e(0)|| ( C0hq , tad  seko konverģence ar kārtu (9) p=q  ar novērtējumu

                      || e(t)|| ( KC0exp((t)hq + KC(-1(exp((t)-1)hq.            (4.12)

Tas seko no kļūdas DV 

                                e’(t) = Ae(t) + ((t),                                             (4.13)

kura atrisinājums ir formā  e(t) = exp(tA) e(0) + 
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exp((t-s)A)((s) ds.

Ja ( <0 , tad visi novērtējumi  paliek spēkā arī bezgalīgā laika intervālā, t.i.  T=(  un globālā kļūda paliek ierobežota. Ja (=0, tad  globālā kļūda aug laikā lineāri, bet ja ( >1, tad eksponenciāli.

Novērtējumu var precizēt, ja aproksimācijas kļūda ir formā 

                                          ((t)=A((t) + ((t),                                      (4.14)

kur ||((t)||, ||(’(t)||, ||((t)|| ( Chr un ||e(0)|| ( C0 hr , tad konverģence ir ar kārtu p=r  un ar novērtējumu 

   ||e(t)||( KC0 exp((t) hr + (1 + Kexp((t) +2K(-1(exp((t) –1))Chr.  (4.15)

Tas seko no kļūdas DV(13) e’(t)=A(e(t) + ((t)) +((t), apzīmējot ar 

e1(t) = e(t) + ((t), e1(0) = e(0) + ((0) t.i. e1’(t) = A e1(t) +(’(t) +((t) un lietojot novērtējumu (12): ||e(t)|| ( ||((t)|| +Kexp((t)||e(0)+((0)|| +

K(-1(exp((t) – 1) 
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4.2 Jaukta veida problēma konvekcijas vai advekcijas PDV.

Apskatīsim PDV (3), ja a=1, g=0, ievērojot sākuma nosacījumu (2) un robežnosacījumu (plūsmas ieejas nosacījums)

                                  U(0,t) = g0(t),                                                        (4.16)

kur g0(t) ir dota funkcija, kurai ir spēkā saskaņotības nosacījums g0(0)=U0(0). Tā kā a>0 un  homogēnā PDV (3) harakteristikas ir x-at=const, t.i. tās ir taisnes (x,t) plaknē ar virziena koeficientu 1/a, tad robežnosacījums ir jāuzdod segmenta [0,1] kreisajā gala punktā x=0 (ja a<0, tad nosacījumu uzdod segmenta labajā gala punktā x=1).


Apskatot  3-punktu šablona diskretizāciju telpā, izvēloties  vienmērīgu režģi  ar mezglu punktiem xj=jh, j=1(1)N (solis h=1/N), iegūstam PDV (3) sekojošu 2.kārtas precizitātes DS (3.25)  (taišņu metode – laiks t paliek nepārtraukts)

     uj’(t) = (uj-1(t) –uj+1(t))/(2h), j=1(1)N,    u0(t)=g0(t).                          (4.17)

Aproksimāciju fiktīvajā punktā xN+1=1+h ārpus segmenta [0,1] var iegūt ar ekstrapolāciju, piemēram

  
            uN+1(t) = ( uN(t) +(1-() uN-1(t),                                         (4.18) 

kur (=1 dod konstantu  ekstrapolāciju un (=2- lineāru ekstrapolāciju.

Telpas aproksimācijas kļūdas vektoram  ((t)=((1(t),. . . ,(N(t))T ir spēkā novērtējums (j(t)=O(h2), ja j <N, izejas plūsmas punktā xN=1 iegūstam 

 (N(t) = U’(xN,t) -  (/(2h) (U(xN-1, t) – U(xN,t))= 0.5(2-() Ux(xN,t)-(hUxx(xN,t)/4 + O(h2), t.i. iegūstam ||((t)|| = O( hs), kur s=0, ja (=1 un s=1, ja

 (= 2. Skaitliski aprēķina rāda, ka ||((t)|| = O( hs+1). To var pierādīt ar novērtējumu (14,15), ievērojot, ka  A ir standarta 3-diagonālmatrica ar elementiem ajj=0, aj+1,j=1/(2h), aj,j+1=-1/(2h), izņemot pēdējo rindu, kur  

aNN=-(/(2h), aN,N-1= (/(2h). Aprēķinot šīs matricas īpašvērtības (, redzam, ka tās var noteikt no DS: yj-1 – yj+1 =2h( yj, j=1(1)N-1, y0=0, 

yN+1=( yN +(1-()yN-1, kuras vispārīgais atrisinājums ir yj = C1 ((1)j+C2((2)j,

kur  (1,2 ir kvadrātvienādojuma (2 +2h(( - 1=0 saknes. Nosakot konstantes iegūstam vienādojumu -C1(4h(+2() = 0, t. i. (=-(/(2h) <0. 

Apskatot  2-punktu šablona diskretizāciju telpā  vienmērīgā režģī, iegūstam PDV (3) sekojošu 1.kārtas aproksimācijas  DS :

     uj’(t) = (uj-1(t) –uj(t))/h, j=1(1)N,    u0(t)=g0(t).                             (4.19)

Tad no vektoru formas (10) seko, ka (g=0) matrica A ir 2-diagonālmatrica 

ar elementiem ajj=-1/h, aj,j-1=1/h.  Šī matrica ir vienkārš Žordano bloks ar vienu daudzkāršo īpašvērtību (=-1/h <0.


Analogi var lietot vairākslāņu DS homogēnajam PDV (3) ar robežnosacījumu (16), piemēram 3.kārtas DS (3.39), ja a>0, vai (40), ja a<0.

DS (39) apskatam iekšējos režģa punktos x2, …, xN-1, pieņemot, ka u0(t)=g0(t). Mezglu punktos xN un x1 var lietot tās pašas diskrētās sakarības,

aprēķinot fiktīvajos mezglu punktos x-1, xN+1 funkciju vērtības u-1(t), uN+1(t) ar lineāro (q=1) vai kvadrātisko (q=2) ekstrapolāciju, kur

q=1: u-1(t) = 2u0(t) – u1(t), uN+1(t)=2uN(t) – uN-1(t);                             (4.20)

q=2: u-1(t) = 3u0(t) – 3u1(t) + u2(t), uN+1(t)=3uN(t) – 3uN-1(t) + uN-2(t). (4.21)

Lokālā aproksimācijas kļūda robežas tuvumā arī ir proporcionāla O(hq), bet skaitliskie eksperimenti ar MATLAB parāda, ka globālai kļūdai aproksimācijas kārta var būt lielāka. Sastādīsim M-failu programmu “ advr”

testa piemēra (3.26) aprēķināšanai, lietojot DS (17,19), ja a=1, t=0.4, g0=0 :

% u_t +a u_xx=0, 1.veida robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS 1.un 2. kārtas aproks.

function advr(N)

%m=11;T=linspace(0,1,m);

a=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;theta=1;

x=linspace(0,1,N+1); t=0.4;

B1=zeros(N,N);B2=zeros(N,N);

B1=B1+diag(-ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1);

B1=B1*a/h;

B2=B2+diag(-ones(N2,1),1)+diag(ones(N2,1),-1);

B2(N,N-1)=theta; B2(N,N)=-theta;
B2=B2*a/(2*h);

g0=(sin(pi*x/L)).^100;

g0=g0(2:N1);

pr=(sin(pi*(x-a*t)/L)).^100;

u1=[0;expm(B1*t)*g0'];

u2=[0;expm(B2*t)*g0'];

ko=1+(0.5+t*a)/h;pr(ko),u1(ko),u2(ko)

plot(x,u1,'k.',x,u2,'k-',x,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('Tests-vienp. un centr. DS,t=%4.2f,h=%4.2f',t,h))

legend('vienp. DS','centr. DS', 'prec. atr.')

Ja N=50 un (=1 iegūstam profila maksimuma punktos xm vērtības U(xm,t)=1,umv=0.3338(DS (19)),umc= 0.6320  (DS (17)) un atbilstošu grafiku
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Ja (=2, tad rezultāti praktiski nemainās. Ja N=100, tad U(xm,t)=1, umv=0.4485, umc= 0.8701(skat. grafiku, no kura redzams, ka ar DS (19) rezultāti ir neprecīzi, bet DS (17) nav monotona)
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Veicot skaitliskus eksperimentus ar DS (3.23), (3.25) un ekstrapolācijas nosacījumiem (20) (ievērojot, ka uN+2=3uN- 2uN-1), sastādam programmu 

“ advr34”

% u_t +a u_x=0, 1. veida robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS 3.un 4. kārtas aproks.

function advr34(N)

a=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;t=0.4;

x=linspace(0,1,N+1); 

B1=zeros(N,N);B2=zeros(N,N);

B1=B1+diag(-0.5*ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1)- ...

1/6*diag(ones(N2-1,1),-2)-1/3*diag(ones(N2,1),1);

B1(1,1)=-1/3;B1(N,N)=-7/6; B1(N,N-1)=4/3;

B1=B1*a/h;

B2=B2+1/12*diag(ones(N2-1,1),2)- ... 2/3*diag(ones(N2,1),1)...

-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2)+ ...
2/3*diag(ones(N2,1),-1);

B2(N,N)=-13/12;B2(N,N-1)=7/6;B2(1,1)=1/12;

B2(N-1,N)=-1/2;B2(N-1,N-1)=-1/12; B2=B2*a/h;

g0=(sin(pi*x/L)).^100;

pr=(sin(pi*(x-a*t)/L)).^100;

g0=g0(2:N1);

u1=[0;expm(B1*t)*g0'];

u2=[0;expm(B2*t)*g0'];

ko=1+(0.5+a*t)/h;pr(ko), u1(ko), u2(ko)

plot(x,u1,'k.',x,u2,'k-',x,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('3.un4.apr.DS,t=%4.2f,h=%4.2f',t,h))

legend('3.kārtas DS','4.kārtas DS', 'prec. atr.')

Palaižot  šo programmu, ja N=50 iegūstam U(xm,t)=1, umv=0.7721,

 umc= 0.8965 (skat. grafiku)
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Lietojot kvadrātisko ekstrapolāciju (21) un ievērojot, ka 

uN+2=6uN-6uN-1+3uN-2 , izmainam programmā dažus operatorus ar 

B1(1,1)=0; B1(1,2)=-1/2;B1(N,N)=-3/2;

B1(N,N-1)=2;B1(N,N-2)=-1/2;

B2(1,1)=1/4;B2(1,2)=-3/4; B2(N,N)=-3/2; 

B2(N,N-1)=13/6; B2(N,N-2)=-1/2;

B2(N-1,N)=-5/12;B2(N-1,N-1)=-1/4; B2(N-1,N-2)=3/4;

Tad , ja N=50, iegūstam U(xm,t)=1, umv=0.7722, umc= 0.8972 t.i. atrisinājums maz mainās. Ja N=100, tad precizitāte strauji uzlabojas, neatkarīgi no ekstrapolācijas veida  (U(xm,t)=1, umv=0.9342, umc= 0.9955, skat. grafiku)
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4.3 Diskrētā problēma (DS) konvekcijas vai  advekcijas PDV.

Ja DV sistēmā (5), kura iegūta pēc mainīgā x diskretizācijas (skaitā N DV ar parametru h ), veic arī  mainīgā t diskretizāciju ar soli (, tad iegūst pilnīgu DS, kur ujn aproksimē U(xj, tn), tn=n(, n=1,2, …, xj=jh, j=0(1)N. Kā standarta 2-slāņu DS var aplūkot (-metodi

       un+1 = un + ((1-() F(tn,un) + (( F(tn+1, un+1),                                (4.22)

kur un =(u1n, u2n, …, uNn)T- N-kārtas vektors-kolona. Ja telpiskās diskretizācijas kļūda ir ar kārtu p1, t.i. ||uh(t)- u(t)|| (  C1 hp1 (uh(t) precīzā atrisinājuma U(x,t) projekcija režģī) un diskretizācijas kļūdas kārta laikā ir p2, t.i. ||u(tn)- un|| (  C2 (p2  ,tad kopīgās kļūdas novērtējums ir 

        ||uh(tn)- un|| (  ||uh(tn)- u(tn)|| + ||u(tn)- un|| (  C1 hp1 + C2 (p2.           (4.23)


Pētot stabilitāti un konverģenci atklātajām DS parasti laika un telpas soļus saista savā starpā nevienādības formā (( Ch ( hiperboliskajiem PDV),  ( ( Ch2 (paraboliskajiem PDV). 


2-slāņu DS lineārai DV sistēmai (10) ir pierakstāma formā (3.75).

3. nodaļas 8.punktā tiek apskatīti galvenie jādzieni, kas saistīti ar DS aproksimāciju, stabilitāti un konverģenci periodisku robežnosacījumu gadījumā.Tur iegūtie novērtējumi ir spēkā arī citiem robežnosacījumiem. 

    Dažreiz pētot DS stabilitāti lieto īpašvērtību kritēriju diskretizācijas matricai A(10), kurš var nedarboties, ja īpašvērtības ir daudzkāršas. Kā piemēru apskatīsim Eilera atklāto metodi kombinētu ar 1.kārtas (upwind) 

aproksimācijas DS telpā (19) ja u0(t) =0,a=1. Matricai A ir tikat viena N-kārtas īpašvērtība (=-1/h. Tātad Eilera metodei (( pieder stabilitātes apgabalam S (skat. 1.nodaļu), ja  (/h( 2, kas neatbilst CFL nosacījumam

(3.77) (/h( 1 periodisku nosacījumu gadījumā. Tātad , ja CFL pieder segmentam [1,2] varētu tikt iegūti nepareizi rezultāti, ko norāda arī skaitliskais eksperiments ar programmu “advn”:

% u_t +a u_x=0, 1. veida robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS1.kārtas aproks,dažādi CFL

function advn

m=40;T=0.01:0.01:0.4;tau=1/100;

a=1;v=zeros(m,3);

for nN=1:3

N=50+(nN-1)*50;

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); 

x=x(2:N1);

B1=zeros(N,N);

B1=B1+diag(-ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1);

B1=eye(N,N)+B1*a/h*tau;

g0=(sin(pi*x)).^100;

for k=1:m

  t=T(k);

u1=(B1^k)*g0';

up= (sin(pi*(x-a*t))).^100;

v(k,nN)=norm(u1-up',inf);

end
end

plot(T,v(:,1),'ko',T,v(:,2),'k*',T,v(:,3),'k.')

grid on

title(sprintf('Kļūda 1.kārtas DS,a=%4.2f',a))

legend('CFL=0.50','CFL=1', 'CFL=1.5')

Šeit tiek izvēlētas 3 Kuranta-Fridrihsa-Levi skaitļu CFL vērtības: 0.5, 1.0, 1.5. Ja CFL=1 ((=h, a=1, g0=0), tad DS (19)  ir precīza, jo ujn= U0(hj,n() = U(xj, tn) (to viegli var pārbaudīt). Skaitliskajā eksperimentā ar programmu “advn” tiek fiksēts laika solis (=1/100 un izvēlētas 3 dažādas telpas soļa h vērtības :1/50 (CFL=0.5),  1/100 (CFL=1), 1/150 (CFL=1.5). Tiek aprēķināta maksimāla kļūda || U(tn)-u(tn)||=max|U(xj, tn) – ujn| laika momentos tn=0.01(0.01)0.4  vai n=1(1)40 (skat iegūto grafiku). Redzams, ka kļūda aug, ja CFL = 1.5 >1. Izmainot programmā dažas komandas

B1=B1+diag(-ones(N2,1),1)+diag(ones(N2,1),-1);

B1(N,N-1)=2; B1(N,N)=-2;

B1=eye(N,N)+B12*a/(2*h)*tau;

varam šo pašu skaitlisko eksperimentu veikt ar DS centrālajās diferencēs (17), lietojot atklāto Eilera metodi (skat. nākošo grafiku, šeit punktā x=1 tiek lietota lineārā ekstrapolācija). Redzam, ka kļūda strauji aug, ja t >0.3 un DS nav precīza, ja CFL=1. Pētot 3.kārtas DS (3.39), programmā jābūt komandām (lineārā ekstrapolācija (20))

B1=B1+diag(-0.5*ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1)- ...

1/6*diag(ones(N2-1,1),-2)-1/3*diag(ones(N2,1),1);

B1(1,1)=-1/3;B1(N,N)=-7/6; B1(N,N-1)=4/3;

B1=eye(N,N)+B1*a/h*tau;

Tad kļūdas grafiks maz izmainās.
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Kā redzam visos gadījumos kļūda ir maza, ja CFL=0.5 <1.


Turpinot eksperimentus ar aizklāto Eilera metodi ((=1,(3.74)),iegūstam

grafiku
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no kura redzams, ka kļūda nav liela un praktiski nav atkarīga no CFL skaitļa.

Ja  (=1/2 (aizklātā trapeces metode), tad aina ir šāda:
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t.i. precizitāte palielinās un tā ir mazāka, ja CFL=0.5, telpas solis ir mazāks (h=1/50). 

Lietojot 1.kārtas aproksimācijas DS (19) ar (=1 un (=1/2, iegūstam šādus grafikus:
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Redzam, ka DS (19) aproksimācijas laikā nav precīzas, kā tas bija gadījumā

(=0 un pie mazām CFL vērtībām atrisinājuma kļūda ir svārstoša. 


Ja apskatāmās DS advekcijas PDV (3) realizē laikā ar Runge-Kuttas 

s-kārtas atklātām metodēm (stabilitātes funkciju (1.32)), tad pētot stabilitāti ar fon Neimaņa metodi , iegūstam telpiskai diskretizācijai šādas z=(( vērtības (stabilitātes formulas):

1) 1.kārtas DS (19) – z=CFL(exp(-2iw) –1),                                 (4.24)

2) 2.kārtas DS (17) -  z=0.5CFL(exp(-2iw)- exp(2iw)),                 (4.25) 

3) 3.kārtas DS (3.39) – z=CFL/6(-exp(-4iw) + 6exp(-2iw) –3 –2exp(2iw)),

                                                                                                         (4.26)

4)4.kārtas DS (3.41) – z=CFL/12(-exp(-4iw)+8exp(-2iw)–

                                         8exp(2iw)+exp(4iw)),                              (4.27)

kur w([-(/2,(/2]. Pārbaudot |1+z|(1 (s=1)viegli redzēt, ka CFL(1 (24) un CFL=0 (25,26). Lietojot MAPLE komandas funkcijai (24), kura zīmē aizklāti līniju |R(z)|=1,  ja s=3

restart:with(plots):

Z:=(x,y)->evalc(x*(exp(-2*I*y)-1)):
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 implicitplot(abs(1+Z(CFL,w)+Z(CFL,w)^2/2+Z(CFL,w)^3/6)-1, w=-Pi/2..Pi/2,CFL=0..2,view=[-2..2,0..2],title=`1.kārtas DS, s=3`,color=black, thickness=3);

iegūstam grafiku:    

   No šī grafika ir redzams, ka maksimālais Kuranta skaitlis CFL=1.25.

Analogi varam novērtēt stabilitāti visām metodēm (24-26), ja s=1,2,3,4. Šajā nolūkā var lietot atbilstošas MAPLE komandas attiecīgi mainot komentāru zīmi #:

 restart:with(plots):

 #Z:=(x,y)->evalc(x*(exp(-2*I*y)-1)):#1.kārta

 #Z:=(x,y)->evalc(x/2*(exp(-2*I*y)-exp(2*I*y))):#2.kārta

  Z:=(x,y)->evalc(x/6*(-exp(-4*I*y)+6*exp(-2*I*y)-3 

 -2*exp(2*I*y))):# 3.kārta 

 #Z:=(x,y)->evalc(x/12*(-exp(-4*I*y)+8*exp(-2*I*y)-

 #8*exp(2*I*y)+exp(4*I*y))):#4.kārta 

 implicitplot(abs(1+Z(CFL,w)       #s=1

 #+Z(CFL,w)^2/2                           #s=2 

 #+Z(CFL,w)^3/6                           #s=3

 #+Z(CFL,w)^4/24                         #s=4

 )-1,w=-Pi/2..Pi/2,CFL=0..2,view=[-2..2,0..2.1],

 title=`3.kārtas DS, s=1`,color=black, thickness=3);
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Šeit pašlaik ir sagatavota aprēķinam 3.kārtas DS funkcija (26) ar Eilera metodi (skat. grafiku)

Redzam, ka šī metode ir nestabila (maksimālais CFL=0).


Aprēķinātos maksimālos Kuranta skaitļus var sakārtot tabulā:

	Formulas
	S=1
	S=2
	S=3
	S=4

	(24)
	1.00
	1.00
	1.25
	1.39

	(25)
	0.00
	0.00
	1.73
	2.82

	(26)
	0.00
	0.87
	1.62
	1.74

	(27)
	0.00
	0.00
	1.26
	2.05


Analogi pēta stabilitāti daudzslāņu DS (aproksimācija laikā), kuras apskatītas 1.nodaļā:1)-10). Piemēram, lietojot atklāto 2-soļu (3-slāņu) Ādamsa-Bašforta DS 4) kopā ar 1.kārtas aproksimacijas formulām (24), iegūstam raksturīgo vienādojumu (2 -( = z(1.5( -0.5), kur z ir no (24).

Pieprasot , lai |(| ( 1, t. i. (=exp(iy) visiem y([0,2(], iegūstam izteiksmi

CFL(exp(-2iw) –1)=(exp(2iy)-exp(iy))/(1.5exp(iy) – 0.5),  kurai jābūt spēkā

visiem y([0,2(] un w([-(/2,(/2]. Izdalot šo izteiksmi ar (exp(-2iw) –1) un ņemot reālo daļu var noteikt maksimālo Kuranta skaitli. Ilustratīvi to var realizēt ar MAPLE, zīmējot aizklātu virsmu atkarīgu no y,w,CFL:

 with(plots):Z:=(y)->evalc((exp(-2*I*y)-1)):#1.kārta  

 implicitplot3d(CFL=Re((exp(I*y)^2-

 exp(I*y))/((1.5*exp(I*y)-0.5)*Z(w))),

 w=-Pi/2..Pi/2,CFL=0..2,y=0..2*Pi,

 title=`1.kārtas DS,2-soļu Ad.-Baš.`,color=black, thickness=3); 

Iegūstam telpisku zīmējumu
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Redzam, ka maksimālais CFL=0.5. Sastādam atbilstošu tabulu, kur AB2, AB3 ir atklātās Ādamsa-Bašforta 2-soļu un 3-soļu DS ( 4), 5)), BDF2, BDF3 ir 2-soļu un 3-soļu ekstrapolācijas BDF metožu DS ( 9), 10)).

	Formulas
	AB2
	AB3
	BDF2
	BDF3

	(24)
	0.50
	0.27
	0.66
	0.47

	(25)
	0.00
	0.72
	0.00
	0.63

	(26)
	0.58
	0.39
	0.46
	0.49

	(27)
	0.00
	0.52
	0.00
	0.46


4.4 Diskrētā problēma (DS)  advekcijas-difūzijas PDV.


Analīzejot DS advekcijas-difūzijas PDV (1), vispirms apskatīsim robežproblēmas difūzijas PDV (4) aproksimāciju telpā un laikā. Kā robežnosacījumus vispirms apskatīsim Dirichlē nosacījumus

                      U(0,t)=g0(t),    U(1,t)=g1(t),                                         (4.28)

kur g0, g1 ir dotas funkcijas. Telpiskai aproksimācijai apskatīsim 2 DS ar 2.kārtas aproksimāciju (3.45) un ar 4.kārtas aproksimāciju (3.51). DS

(45) ar robežnosacījumiem  (28) ir matricu formā u’(t)=Au(t) +g(t), kur

NxN matrica A=D/h2A1, A1 ir simetriska 3-diagonālmatrica (diagonālelementi  ir –2, bet blakus diagonālei  1), u, g-vektori-kolonas,

g(t)=(g(x1,t),g(x2,t),…, g(xN,t))T+h-2(g0(t),0,…,0, g1(t))T. Šajā gadījumā nosacījumi (28) nemaina aproksimācijas kārtas DS (45), (51). Citādi ir ar cita veida robežnosacījumiem, piemēram, ja ir uzdots Neimaņa homogēnais
nosacījums, ja x=1:

                                  Ux(1,t) = 0.                                                        (4.29)  

Ja šo nosacījumu aizstāj ar diferencēm h-1(uN+1(t) –uN(t))=0 vai 

(2h)-1(uN+1(t) – uN-1(t))=0, kuras aproksimē (29) ar pirmo un otro kārtu atbilstoši. Ja PDV (4) ir homogēns, no nosacījuma (29) seko arī Uxxx(1,t) = Utx(1,t) = 0. Abas robežnosacījumu aproksimācijas var pierakstīt vienotā formā (18), kur (=( atbilst lokālās aproksimācijas 2.kārtai, bet (=1-1.kārtai. Novērtējot globālo aproksimācijas  kļūdu ((t), ja D=1, g=0, redzam, ka (j(t)=O(h2), ja j=1(1)N- 1 un  (N(t)= 0.5( Uxx(1,t) + O(h2). Ja (=1, tad no (14) seko, ignorējot locekļus ar O(h2), A(=( vai (j-1-2(j+(j+1=0, j=1(1)N-1, ar (=0, (N-1 -(N = (2-()-1ch2, kur c=0.5(Uxx(1,t). Tā kā diferenču vienādojuma vispārīgais atrisinājums ir (j=Cj, tad nosakot konstanti C no pēdējās sakarības iegūstam (j=-j(2-()-1ch2, j=1(1)N. Tas dod no (15) globālo novērtējumu ||(|| =O(h) ar r=1. 


Nosacījums ar (=0 ir  dabīgs arī kā simetrijas  nosacījums, ja funkcijas U(x,t) vietā apskatīsim V(x,t)={U(x,t), ja x([0,1] un U(1-x,t), 

ja([1,2]}. Tad, ja U ir homogēnā PDV (4) atrisinājums segmentā [0,1], tad arī V ir atrisinājums segmentā [0,2] ar V(0,t)=V(2,t)=g0(t) un Neimaņa

nosacījumi (29) un tā diskrētais analogs punktā x=1 automātiski ir spēkā, kā simetrijas nosacījumi ap šo punktu (kā spoguļa attēlojums).


Ja Neimaņa nosacījums (29) ir nehomogēns Ux(1,t)=g1(t), N-tā mezglu punktā xN iegūstam diferenču vienādojumu (parasto DV)

u’N(t)= h-2(2uN-1(t) –2uN(t)) + 2g1(t)/h (D=1), ar aproksimācijas kļūdu telpā

(N(t)=1/3 h Uxxx(1,t) + O(h2). No homogēniem nosacījumiem (29) seko, ka Uxxx(1,t)=0 un (N(t) = O(h2), bet ja g1(t) ( 0, tad  tikai (N(t)= O(h). Tomēr globālo kļūdu tas neiespaido.

Dažreiz ērtāk Neimaņa vai 3.veida robežnosacījumu gadījumā lietot pārbīdītu režģi, kuram segmenta gali x=0, x=1 nav mezglu punkti vai hibrīda režģi, kuram viens no segmenta galiem nav mezglu punkts. Piemēram, ja mezglu punkti ir xj=(j-1/2)h, j=1(1)N, kur h=1/N, tad diferenču vienādojumi

homogēnam PDV (4) iekšējos mezglu punktos sakrīt ar parasto režģi, bet kreisajā mezglu punktā, ievērojot Dirihlē nosacījumu (28), izmanto sakarību

½(u0+u1)=g0, t.i. iegūst diferenču vienādojumus formā (D=1)         

       u1’(t) = h-2(-3u1(t) +u2(t)) +2g0(t)/h2,                                            (4.30)

kuriem ir tikai 0.kārtas aproksimācija, proti (1(t) = 0.25 Uxx(0,t) +O(h2).

Pēdējā mezglu punktā xN, ievērojot Neimaņa nehomogēno nosacījumu,

iegūstam diferenču vienādojumus 

             uN’(t) = h-2(uN-1(t) +uN(t)) +g1(t)/h,                                          (4.31)

ar aproksimācijas kļūdu  (N(t) = 1/24 h Uxxx(1,t) +O(h2). Tomēr neskatoties uz (30-31) nepilnīgo aproksimāciju, saglabājas 2.kārtas precizitāte.


Apskatīsim vienkāršu piemēru, kad PDV (4) ar D=1, g=0 precīzais atrisinājums ir U(x,t)= 1+exp(-0.25(2t) cos(0.5(x). Uzdodam šādus nosacījumus: U(x,0)= U0(x)= 1+cos(0.5(x), U(0,t)=g0(t)= 1+exp(-0.25(2t), Ux(1,t)=g1(t)= -0.5exp(-0.25(2t) (. Izvēlēsimies N=10, t=0.25, salīdzinot tuvināto atrisinājumu ar precīzo 5.tajā mezglu punktā x5 (tiek modelēti 2 vienmērīgie režģi ar mezglu punktiem xj=jh un xj=(j-1/2)h, j=1(1)N, h=1/N).

Sastādam MATLAB programmu “ difN”

function difN(N)

% u_t=u_xx, u(x,0)=1+cos(pi/2 x),

% u(0,t)=1+exp(-(pi/2)^2t);

%u_x(1,t)=-pi/2exp(-(pi/2)^2t),

%u=1+exp(-pi/2)^2t)cos(pi/2 x);

N2=N-1; N1=N+1; x=linspace(0,1,N1);

u0=1+cos(pi/2*x)';u0=u0(2:N1);

h=1/N;g0=zeros(N,1);g00=zeros(N,1);A=zeros(N,N);

g0(1,1)=1/h^2;g00(1,1)=1/h^2;g00(N,1)=-pi/h;

t=0.25;a2=0.25*pi^2;e1=exp(-a2*t); E=eye(N,N);

A=-2*diag(ones(N,1))+diag(ones(N2,1),1)+ . . . 
diag(ones(N2,1),-1);

A(N,N-1)=2;A=1/h^2*A;B=expm(A*t); spy(A); up=1+e1*cos(pi/2*x);

u=B*u0 +inv(A)*(B-E)*g0 +inv(A+a2*E)*(B-e1*E)*g00; u=[1+e1;u];up(5), u(5)

figure, plot(x,up,'o',x,u,'*'),title ('jaukta . . . prob.'),legend('prec, atr.', 'tuv. atr.')

Šeit, izmanto DV sistēmu (10), kur matrica A ir standarta 3-diagonālmatrica 

( i-tās (N>i>1) rindas elementi h-2 {1, -2, 1}, 1.rindas elementi h-2{-2,1} un

N-tās rindas elementi h-2 {2,-2}), izņemot elementu aN,N-1=2 (parasti Dirichlē problēmas gadījumā aN,N-1=1). Vektors-kolona g(t) nehomogēno robežnosacījumu dēļ ir g(t) =(g0(t)/h2, 0,. . . ,0, 2g1(t)/h)T. Sistēmas (10) atrisinājums ir formā u(t)=exp(At)U0 +
[image: image3.wmf]ò

t

0

exp(A(t-s))g(s)ds. Sadalot vektoru

g(s) divos saskaitāmos g(1)=(1/h2,0,. . .,0,0)T un exp(- (0.5()2s)g(2), 

kur g(2)= (1/h2, 0,. . ., -(/h)T un integrējam katru saskaitāmo atsevišķi, ievērojot, ka exp(-a2sE) =Eexp(-a2s), a=0.5(. Rezultātā iegūstam tuvināto atrisinājumu vektoriālā formā

   u(t)=exp(At)U0 + A-1(exp(tA)-E) g(1) +(A+a2E)-1(exp(tA)-Eexp(-a2t)) g(2),

kuru realizējam MATLAB programmā “difN”(skat. tuvinātā un precīzā atrisinājumu tuvumu, ja x=0.5, tad u= 1.4362, U=1.4366, starpība 0.0004).

[image: image17.png]1.kartas DS,2-solu Ad.-Bas.





Lietojot pārbīdīto režģi (xj=(j-0.5)h, h=1/N) ar izmaiņām (30,31), redzam, ka matricā A 1.rindas nenulles elementi  ir formā h-2{-3, 1}, bet pēdējās rindā- h-2{1,-1}, bet arbilstošie vektori ir g(1)=(2/h2,0,. . .,0,0)T un 

g(2)= (2/h2, 0,. . ., -0.5(/h)T. Izdarot šīs izmaiņas programmā, iegūstam u=1.4117, U=1.4103, starpība –0.0014, un grafiki praktiski sakrīt (šoreiz segmenta [0,1] galapunkti nav režģa punkti).
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Ja apskatāmās DS difūzijas PDV (4) realizē laikā ar Runge-Kuttas 

s-kārtas atklātām metodēm (stabilitātes funkciju (1.32)), tad pētot stabilitāti ar fon Neimaņa metodi , iegūstam telpiskai diskretizācijai šādas z=(( vērtības:

1) 2.kārtas DS (3.45) -  z=Dh(exp(-2iw)-2+ exp(2iw)),                 (4.32) 

2) 4.kārtas DS (3.51) – z=Dh/12(-exp(-4iw) + 16exp(-2iw) –30+               

                                           +16exp(2iw)-exp(4iw)),                       (4.33)                                                                                                                                                 

kur w([-(/2,(/2], Dh=(D/h2.

Lietojot MAPLE komandas funkcijai (32), kura zīmē aizklāti līniju |R(z)|=1,  ja s=3 (noņemot komentāra zīmi # ir iespējami realizēt arī citi varianti):

> restart:with(plots):

 Z:=(x,y)->evalc(x*(exp(-2*I*y)-2+exp(2*I*y))):#2.kārta

 #Z:=(x,y)->evalc(x/12*(-exp(-4*I*y)+16*exp(-2*I*y)-30

 #-exp(4*I*y)+16*exp(2*I*y))):#4.kārta

> implicitplot(abs(1+Z(Dh,w)+Z(Dh,w)^2/2+Z(Dh,w)^3/6

> #+Z(Dh,w)^4/24)

> )-1,w=-Pi/2..Pi/2,Dh=0..1,view=[-2..2,0..1],

> title=`2.kārtas DS, s=3`,color=black, thickness=3);

iegūstam grafiku, no kura redzams, ka maksimālā Dh vērtība ir 0.62 .

Aprēķinu rezultātus var redzēt tabulā:

	Formulas
	s=1
	s=2
	s=3
	s=4

	 (32)
	0.50
	0.50
	0.62
	0.69

	 (33)
	0.37
	0.37
	0.47
	0.52


Ja s=1, novērtējot |1+z| (1, no (32) seko Dh p ( ½, kur p= sin2w, t.i. Dh(1/2.   

Analogi no (33) seko 2Dh (p2 +3 p) -3 ( 0, t. i. Dh (3/8.
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Apskatot  advekcijas-difūzijas homogēno PDV (1) ar konstantiem koeficientiem realizāciju laikā ar (-metodi (s=1), bet telpā lietojot aproksimācijas (3.23,3.25) konvekcijas daļai (a>0)un (3.45) difūzijai, iegūstam abu stabilitātes funkciju (24,25) un (32) summu

1) z= CFL(exp(-2iw) –1)+ Dh(exp(-2iw)-2+ exp(2iw)),                      (4.34)

2) z= 0.5CFL(exp(-2iw)- exp(2iw))+ Dh(exp(-2iw)-2+ exp(2iw)).     (4.35) Risinot katru PDV atsevišķi, formulas (34) gadījumā maksimāli pieļaujāmās vērtības (skat. tabulas) bija CFL=1( s=1,(=0), Dh=0.5, bet formulai (35)- CFL=0, Dh=0.5. Apskatot (34,35) , aprēķinam maksimālās parametru CFL un Dh vērtības, ja  (=0.

No (35), pieprasot |1+z|2( 1, seko, ka lineārai funkcijai pastāv nevienādība  F(p)=-2Dh + 4Dh2p +(CFL)2(1-p) ( 0, kur p=sin2w ( [0,1]. Tātad jābūt F(0)(0, F(1) (0, no kurienes iegūstam DS stabilitātes nosacījumus

                        (CFL)2( 2Dh( 1.                                                  (4.36) Analogi no (34 seko F(p)=-(2Dh+CFL)+ (2Dh+CFL)2p+(CFL)2(1-p)( 0 un

                                  CFL( 1-2Dh.                                              (4.37)

Lietojot maksimuma principu (skat. (5.17)) (36) un (37) vietā iegūstam CFL( 2Dh(1(tas seko arī no (3.56), ka Pe ( 2) un  CFL+2Dh(1.

  Lietojot MAPLE komandas  formulai (34), ja Dh=0.5

restart:with(plots):

> Z:=(x,y)->(0.5*(exp(-2*I*y)-2+exp(2*I*y))+

 x*(exp(-2*I*y)-1)):

 #CFL/2*(exp(-2*I*y)-exp(2*I*y))):

 implicitplot(abs(1+Z(CFL,w)

 #+Z(CFL,w)^2/2+Z(CFL,w)^3/6

 #+Z(CFL,w)^4/24)

> )-1,w=-Pi/2..Pi/2,CFL=0..2,view=[-2..2,0..2],

> title=` 1. un 2.kārtas DS, s=1`,color=black, thickness=3);

[image: image20.png]2.kartas DS, s=3

)



iegūstam, ka atbilstošā DS ir nestabila (CFL=0, skat. grafiku), kas atbilst novērtējumam (37).

Redzam, ka nedrīkst formāli summēt parametru Dh un CFL novērtējumus, jo to maksimālas vērtības advekcijas PDV  DS (3.23) bija CFL=1, difūzijas PDV DS (3.45) – Dh=0.5, bet advekcijas-difūzijas PDV DS, ja Dh=0.5 ieguvām CFL=0.
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Analogi no formulām (35) DS centrālajās diferencēs, atbilstoši novērtējumam (36) (noņemot MAPLE komandās # zīmi), seko, ka CFL=1, ja Dh=0.5 (skat. grafiku).

Redzam, ka arī šeit nedrīkst formāli summēt parametru  novērtējumus, jo to maksimālas vērtības advekcijas PDV  DS (3.23) bija CFL=0 (nestabila DS), difūzijas PDV DS (3.45) – Dh=0.5, bet advekcijas-difūzijas PDV DS (3.54), ja Dh=0.5 ieguvām CFL=1.


Pārbaudot arī citas atklātās Runge-Kuttas DS, lietojot formulas (34),(35), ja Dh=0.5 iegūstam maksimālo CFL vērtību tabulu:

	Formulas
	s=1
	s=2
	s=3
	s=4

	 (34)
	0.0
	0.0
	0.2
	0.4

	 (35)
	1.0
	1.8
	2.2
	2.4


Redzam, ka augot s   DS centrālajās diferencēs (3.54) stabilitāte palielinās.

Apskatot difūzijas PDV DS ar 4.kārtas aproksimāciju (3.51)  (stabilitātes formula (33)) un advekcijas PDV DS ar 2.kārtas aproksimāciju (3.25) (stabilitātes formula (25)) iegūstam advekcijas-difūzijas PDV DS telpā ar stabilitātes funkciju

z=Dh/12(-exp(-4iw) + 16exp(-2iw) –30+16exp(2iw)-exp(4iw)) +0.5CFL exp(-2iw)- exp(2iw)).                                                                         (4.38)

Samainot MAPLE programmā funkciju Z(x,y) ar

Z:=(x,y)->(0.4/12*(-exp(-4*I*y)+16*exp(-2*I*y)-30+

16*exp(2*I*y)-exp(4*I*y))+ CFL/2*(exp(-2*I*y)-exp(2*I*y))):

iegūstam šādas CFL maksimālās vērtības, ja Dh=0.4: 0.84 (s=1), 1.7(s=2), 2.2(s=3), 2.4(s=4) (skat. grafiku, ja s=1). 
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Skaitliskam eksperimentam izvēlamies D=10-1 , a=1, lietojot DS (3.54) ar Iļjina aproksimāciju telpā (3.64) (N=10;20;30, taišņu metode, Pe=1;1/2;1/3) un sākuma nosacījumu (3.26).  Izveidojot MATLAB programmu “difko1” 

% u_t =Du_xx -a u_x, 1.veida homogēnie  %robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS(taišņu metode)

function difko1

D=1.e-01;a=1;

v1=zeros(10,1);v2=zeros(20,1);v3=zeros(30,1);

x1=zeros(10,1);x2=zeros(20,1);x3=zeros(30,1);

for nN=1:3

N=10+(nN-1)*10;

N2=N-1;N3=N2-1;N1=N+1;h=1/N;x=linspace(0,1,N+1); 

x=x(2:N)';g1=a*h/D/2;g=g1*coth(g1)

%g=1;a1=g+g1;a2=g-g1;a3=2*g;

B=zeros(N2,N2);

B=B+a2*diag(ones(N3,1),1)+ . . .
a1*diag(ones(N3,1),-1)-a3*diag(ones(N2,1));

B=B*D/h^2;g0=(sin(pi*x)).^100;t=0.5;

u2=expm(B*t)*g0; u2(N/2)

if nN==1 v1=[u2;0];x1=[x;1]; 

elseif  nN==2 v2=[u2;0];x2=[x;1];

else  v3=[u2;0];x3=[x;1]; end 
end

plot(x1,v1,'ko',x2,v2,'k*',x3,v3,'k.')

grid on

title(sprintf('Dif.-adv.profili,taišņu metodes DS,t=%4.2f',t))

legend('N=10','N=20', 'N=30')

ja t=0.5iegūstam grafiku ar atbilstošām vērtībām uN/2=0.0384;0.0290;0.0288.

Ja (=1(centrālās differences), tad uN/2=0.0363;0.0286;0.0286 (precizitāte palielinās).
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Ja samazinam difūzijas koeficientu D=10-2(atbilstošie Pe=10; 5;10/3), t=0.25, tad ar Iļjina DS iegūstam uN/2=0.0834; 0.0180; 0.0076 (skat. grafiku), bet ar centrālo DS ((=1) uN/2=-0.0131;- 0.0488; -0.0022 un grafiks ir oscilējošs:
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Risinot (3.54) vai (3.64) laikā ar atklāto Eilera metodi ((=0,s=1), ja     

U0(x)=sin2((x), D=10-1,(=1/100, t=0.40, a=1 (atbilstoši N=10;16;22 ir Dh=0.1;0.256;0.484 un CFL=0.1; 0.16;0.22), izveidojam MATLAB programmu “difvadN” 

% u_t +a u_x=D u_xx, homogēnie 

%1. veida robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100 DS  2. kārtas aproks, 

%theta metode.

function difadvN

m=40;T=0.01:0.01:0.4;theta=0;

a=1;D=1/10;tau=1/100;

v1=zeros(10,1);v2=zeros(16,1);v3=zeros(22,1);

x1=zeros(10,1);x2=zeros(16,1);x3=zeros(22,1);

for nN=1:3

N=10+(nN-1)*6;N2=N-1;N3=N2-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); x=x(2:N)';v=zeros(N2,nN);

g1=a*h/D/2;g=g1*coth(g1);

%g=1;a1=g+g1;a2=g-g1;a3=2*g;B1=zeros(N2,N2);

B1=B1+a2*diag(ones(N3,1),1)+ . . . 
a1*diag(ones(N3,1),-1)-a3*diag(ones(N2,1));

B=eye(N2,N2)+(1-theta)*B1*D/h^2*tau;

B1=inv(eye(N2,N2)-theta*B1*D/h^2*tau)*B;

g0=(sin(pi*x)).^2;u1=g0;

for k=1:m

 u1=B1*u1;

end

u1(N/2)

if nN==1 v1=[u1;0];x1=[x;1]; elseif  nN==2 v2=[u1;0];x2=[x;1];

else  v3=[u1;0];x3=[x;1]; end 

end

plot(x1,v1,'ko',x2,v2,'k*',x3,v3,'k.')

grid on

title(sprintf('Maks. laikā 2.kār.DS, . . . 
theta=%4.2f', theta))

legend('N=10','N=16', 'N=22')

Palaižot šo programmu ar Iļjina DS iegūstam atbilstoši N vērtībām uN/240= 0.2883;0.2815;0.2794 (skat. grafiku). Ja (=1, tad uN/240= 0.2878;0.2811;0.2792 (grafiki sakrīt).
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Ja N=30, tad abas metodes diverģē, jo nav spēkā stabilitātes nosacījums (36). 

Veidojot DS ar ((0, jāveido no (35) stabilitātes funkcija

R(z)= (1-((0.5CFL(exp(-2iw)- exp(2iw))+ Dh(exp(-2iw)-2+ exp(2iw))))-1(1+

(1-()(0.5CFL(exp(-2iw)- exp(2iw))+ Dh(exp(-2iw)-2+ exp(2iw)))) un 

jānovērtē nevienādība |R(z)|2 ( 1 visiem w([-(/2,(/2]. Ievedot apzīmējumu p=sin2(w) ([0,1], iegūstam nevienādību F(p)=-2Dh(1+4Dhp()+4Dh2p +

(1-2() (CFL)2(1-p) ( 0. Tā kā funkcija F(p) ir lineāra, tad ir pietiekoši pieprasīt F(0)= -2Dh + (1-2()(CFL)2( 0, F(1)=2Dh(2Dh –1- 4Dh()((, tātad, ja ( < ½ iegūstam novērtējumu 

                        (1-2() (CFL)2( 2Dh ( 1/(1-2(),                        (4.39)

bet ja ( ( ½ , tad DS ir absolūti stabila. Ja (=0, tad no (39) seko novērtējums (36). 

Apskatīsim iepriekšējo skaitlisko eksperimentu ar (=1/2,(=1, kad arī pa laiku ir 2.kārtas aproksimācija; iegūstam uN/240= 0.2940;0.2878;0.2859. Samazinot difūzijas koeficientu 10 reizes D=10-2 iegūstam 

uN/240= 0.1797;0.1578;0.1536 (skat. grafiku):
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Ar Eilera metodi ((=0), iegūstam līdzīgu grafiku ar 

uN/240= 0.1612;0.1361;0.1303. Lietojot Iļjina DS ar (=0 iegūstam  

uN/240= 0.2562;0.2100;0.1835 (rezultāti ir neprecizāki, bet oscilācijas vairs nav).

4.5       Uzdevumi.

1) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (17), ja sākuma nosacījums ir   funkcijas cepurītes formā   U0(x)={(x-0.25)/0.25, ja x ([0.25,0.5]; (0.75-x)/0.25, ja x([0.5,0.75}; 0, ja x([0,0.25] un x([0.75,1]}.

2) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (19,20), ja sākuma nosacījums  ir no 1.uzdevuma.

3) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (19,21), ja sākuma nosacījums ir  no 1.uzdevuma .

4) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (24,28), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma .

5) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (25,28), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

6) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (26,28), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

7) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (27,28), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

8) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (24,29), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

9) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (25,29), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

10) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (26,29), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

11) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (27,29), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

12) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (24,30,31), ja sākuma nosacījums no 1.uzdevuma.

13) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (25,30,31), ja sākuma nosacījums no 1.uzdevuma.

14) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (26,30,31), ja sākuma nosacījums no 1.uzdevuma.

15) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (27,30,31), ja sākuma nosacījums no 1.uzdevuma.

16) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (32), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

17) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS (33), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma. 

18) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS, kuras aproksimē advekcijas-difūzijas PDV(1) laikā un telpā ((-metode,(34)), ja sākuma nosacījums ir no 1.uzdevuma.

19) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS, kuras aproksimē advekcijas-

      difūzijas PDV(1) laikā un telpā ((-metode,(35)), ja sākuma nosacījums

      ir no 1.uzdevuma.

20) Veikt skaitlisku eksperimentu ar DS, kuras aproksimē advekcijas-

      difūzijas PDV(1) laikā un telpā ((-metode,(25,33)), ja sākuma 

      nosacījums ir no 1.uzdevuma.

21) Pārbaudīt maksimālos CFL skaitļus s-kārtas atklātajām Runge-Kuttas

       metodēm (24-27). 

22) Pārbaudīt maksimālos Dh skaitļus s-kārtas atklātajām Runge-Kuttas

       metodēm (32,33).
23) Pārbaudīt maksimālos CFL skaitļus s-kārtas atklātajām Runge-Kuttas

       metodēm (34, 35).

24) Pārbaudīt stabilitātes nosacījumus (36) skaitliski.

25) Pārbaudīt stabilitātes nosacījumus (37) skaitliski.

26) Pārbaudīt stabilitātes nosacījumus (39 skaitliski.
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