5. Jaukta veida problēmas siltuma vadīšanas 

       vienādojumam skaitliskā analīze 
 Viens no parciālo paraboliskā tipa diferenciālvienādojumu 

pārstāvjiem ir klasiskais siltuma vadīšanas vienādojums, kurš 2 argumentu (t([0,T]---laika un x([0,l]--- telpas koordinātes) gadījumā ir pierakstāms šādi: 

                             Ut=Uxx ​+f(x,t),



         (5.1)

kur U =U(x,t) ir nezināmā funkcija -temperatūra, Ut​ ,Uxx ir funkcijas

U pirmās un otrās kārtas parciālie atvasinājumi attiecībā pret mainīgajiem t un x, f=f(x,t)---dota funkcija -siltuma avotu funkcija. Normēšanas rezultātā koeficients pie Uxx ir iegūts vienāds ar 1.                        

Apskatot vienādojumam (1) jaukta veida problēmu ir nepieciešami 

uzdot robežnosacījumus (2.2)

                    Ux(0,t)=s1(U(0,t)- T1),  Ux(l,t)=s2(T2 –U(l,t))
         (5.2)

un sākuma nosacījumu
               

                                       U(x,0)=g(x),                                          (5.3)         

kur s1, s2 ir siltuma apmaiņas koeficienti, T1,T2--- ārējas vides            temperatūra, g(x)--- dots sākuma temperatūras sadalījums.   Nosacījumi (2) ir vispārīgie 3.veida (Robina) robežnosacījumi. Pirmā veida  (Dirichlē) nosacījumi           

                               U(0,t)=b1,U(l,t)=b2                                               (5.4) seko no (2), ja s1 =s2 =(, bet, ja s1 =s2 =0, tad iegūstam 2. veida (homogēnos Neimaņa )  nosacījumus                                                                            

                            Ux(0,t)= [image: image1.wmf])
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Ux(l,t)=0.                                                      (5.5) Pirmā veida nosacījumiem (4) svarīgi ir ievērot saskaņotības nosacījumus

                       g(0)=b1(0), g(l)=b2(0).                                          (5.6)

Sastādītās diferenču shēmas (DS) siltuma vadīšanas vienādojumam ir atkarīgas no funkcijas g(x) gluduma, no saskaņotības nosacījumiem (6), no robežnosacījuma veida, no izvēlētās metodes precizitātes un stabilitātes. Tā kā šeit avotu funkcijai ir mazāka loma, tad tālāk pētot DS apskatīsim tikai homogēnu vienādojumu (1), t. i. f(x,t)=0. 

5.1 Atklātā 3-punktu šablona DS 1.veida robežnosacījumiem. 

DS vienādojumi vienmērīgā režģa 

(xj=jh, j=0, 1,…N, tn=n(, n=0,1,…M; Nh=l, Mk=T) ar soļiem h, (, iekšējos punktos ir formā

               ujn+1=ujn +r(unj-1-2ujn +unj+1),                                           (5.7)

kur r=(/h2, n=0,1,2,… ujn ir DS (diskrētās problēmas) tuvinātais (režģa) atrisinājums, kuram atbilst jaukta veida (nepārtrauktās) problēmas atrisinājums U(xj,tn) laika momentā tn (n---laika slānis) un režģa punktā xj,

j=1,…,N-1.

Kā 1. piemēru apskatīsim temperatūras sākotnējo sadalījumu formā


g(x)={ 2x,  x([0, 0.5] vai 2(1-x), x([0.5,1]},                   (5.8)

t.i. funkcijas atvasinājumam g’(x), punktā x=0.5 ir lēciens [g’(0.5)]=-4. Izvēloties 1. veida homogēnos robežnosacījumus formā

                       U(0,t)=U(l,t)=0,                                                      (5.9)

redzam, ka saskaņotības nosacījumi (6) ir spēkā. Pievienojot diferenču vienādojumiem (7) izteiksmes (8-9) formā

    uj0 =g(xj), j=1,2, … N-1;   un0 =unN =0, n=0,1,…,                      (5.10)

iegūstam atklāto DS. Izvēlamies N=10, h=0.1 un veicam aprēķinus ar datorprogrammu MATLAB, ja r= 0.1 ((=0.001), r=0.48 ((=0.0048), r=0.52 ((=0.0052). 


Jaukta veida problēmas   analitiskais atrisinājums ir rindas formā

            U(x,t)=8/(2 
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 Atrisinājums ir simetrisks attiecībā pret x=0.5, tāpēc salīdzināsim tikai tuvinātās  u3, u5 un precīzās U3 U5 vērtības laika momentos t=0.005,t=0.01, t=0.02, t=0.10, ja x=0.3, x=0.5 (skat. tabulu ar r=0.1).

	T
	u3
	U3
	Kļūda %
	u5
	U5
	Kļūda %

	0.005
	0.5971
	0.5966
	0.08
	0.8597
	0.8404
	2.3

	0.01
	0.5822
	0.5799
	0.4
	0.7867
	0.7743
	1.6

	0.02
	0.5373
	0.5334
	0.7
	0.6891
	0.6809
	1.2

	0.10
	0.2472
	0.2444
	1.1
	0.3056
	0.3021
	1.2



 Redzam, ka kļūda ir lielāka pie x=0.5, kur funkcijas g(x) atvasinājumam ir lēciens. Augot t, kļūda samazinās, jo laikā  lēcieni izlīdzinās. 

Richtmeiers ir parādijis, ja funkcijai g(x) ir nepārtraukti atvasinājumi līdz (p-1)-ai kārtai, tad  kļūda ir proporcionāla ((p+2)/(p+4). Mūsu gadījumā p=1 un kļūdas kārta ir (3/5, t.i. 0.0013/5 = 0.016 (mums kļūda tomēr ir mazāka). Ja p=( (funkcijai eksistē visi atvasinājumi), tad kļūda ir proporcionāla (.   

Ja r=0.5 un x=0.3, tad  u3 tajos pašos laika momentos pieņem šādas vērtības: 0.6000 (kļ. 0.57 %), 0.6000 (kļ. 3.5%), 0.5500 (kļ. 3.1%), 0.2484 (kļ. 1.6%). Redzam, ka kļūda ir lielāka nekā pie r=0.1, bet laikā tā atkal samazinās. MATLAB programma (m.fails “atk1.m”), kas aprēķina tuvinātās (vektors V) un precīzās (vektors up ) vērtības ir šāda:

%u_t=Dt u_xx,u(0)=u(L)=0,

%u_t=0 =2x (x<L/2)vai 2(1-x)(x>L/2)atklātā DS,N-pāra sk.

function atk1(N,M)

L=1;N1=N+1;N2=N-1;N3=N/2+1;N4=N3+1;

x=linspace(0,L,N1);h=L/N;

r=1/10;

X=sin(pi/N*[1:N2]'*[1:N2]);

tau=h^2*r;n=100;

t=0;

V=[2*x(1:N3), 2*(1-x(N4:N1))]; 

ak0=h*X*V(2:N)';

for j=1:n

V(2:N)=V(2:N)+r*(V(1:N-1)-2*V(2:N)+V(3:N1));

        t=t+tau;  end

     nM=2*[1:M]-1;

     eM=exp(-(pi/L)^2*t*nM^2)./(nM.^2).*sin(nM*pi/2);

     up=[0; 8/pi^2*sin(pi*x(2:N)'*nM)*eM';0]';

     l1=4/h^2*(sin(pi*[1:N2]'*h/2/L)).^2;

     akn=(1-tau*l1).^n.*ak0; 

     un= [0;2*X* akn; 0]';up(N3),un(N3),V(N3)

plot(x,up,'ko',x,V,'k-',x,un, 'k*')

grid on 

title(sprintf('plate,time=%6.4f L=%8.4f h=%6.4f',t,L,h))

legend('temp.prec.','temp.tuv.', 'tform') 

Šī programma aprēķina arī DS (7,10)  atrisinājumu formulās (tform, vektors „un”), lietojot diskrētās problēmas īpašvērtības (s =4/h2 sin2(s(h/(2l)) un  īpašfunkcijas Xs (xj)= 
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sin(s(xj/l), kur s=1,2,…,N-1. Šīs Īpašfunkcijas ir ortonormētas t.i. (Xk, Xm)h=(k,m (Kronekera simbols), kur 
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    ir     atbilstošais diskrētais skalārais reizinājums vektoriem u un v (nepārtrauktais skalārais reizinājums ir 
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Tad tuvināto atrisinājumu iegūst no t.s. diskrētās Furjē rindas formā 

ujn = 
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf],  kur ak n =(1-(k ()n ak0,  (---laika solis, 

 ak0= 
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 Piemēram, ja g(x)= sin((x),l=1, tad ujn = (1-(1 ()ng(xj),

bet U(xj ,tn)=exp(-(2 tn) g(xj). Palaižot  programmu ar komandu “>>atk1(10,5)”  (M ir nepāru saskaitāmo skaits Furjē rindā , n=100, r=0.1) iegūstam šādu grafiku:

[image: image23.wmf]
                                                                       
[image: image8.wmf]                                             

No grafika redzams, ka abi diskrētie atrisinājumi (u, V) pilnīgi 

sakrīt, bet precizais atrisinājums mazliet atsķiras.

 Ja r=0.48, n=21 (programmā izmainot atbilstošās komandas) 

iegūstam līdzīgu grafiku 
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[image: image25.emf]0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

temperatura,time=0.5000 r=0.25 h=0.10

temp.prec.

temp.tuv.

Ja r=0.52, tad tuvinātais atrisinājums ir nestabils, kas redzams arī 

grafikā 

5.2 DS stabilitātes pētīšanas metodes.

Teorētiski pētot atklātas DS (7,10) stabilitāti ar matricas metodi, 

ievērojot robežnosacījumus, pārrakstam to matricas formā šādi

                                un+1=A un ,                                                                      (5.12)

kur u ir N-1-ās kārtas vektors-kolona ar elementiem uj (j=1,…,N-1), 

pārejas matrica A ir 3-diagonālmatrica ar elementiem  (1-2r) uz galvenās diagonāles un elementiem r uz blakus diagonālēm, īsāk [r,1-2r,r]. Līdz ar to un =Anu0 ,kur u0 ir sākuma nosacījuma vektors. Ja u0 tiek izskaitļots tuvināti  ar vektoru u0* , tad n-tā laika solī kļūdas vektors en =un – un* =

A(u0 – u0*)=An e0, kur e0=u0-u0* ir sākuma kļūdas vektors. DS ir stabila, ja en paliek ierobežots, augot n. Izskaitļojot matricas A īpašvērtības, ievērojam, ka A=E+r T, kur E ir N-1-kārtas vienības matrica, bet matrica T ir standarta 3-diagonālmatrica ar elementiem [1,-2,1], tātad matricas T īpašvērtības ir

       (s(T) = -4sin2(s(/(2N)), s=1,2,…, N-1,

bet atbilstošais īpašvektors ws  ir ar elementiem sin(js(/N), j=1,2,…,N-1

(Tws =(s ws). Ja vektorus ws sakārto simetriskas matricas X kolonās un īpašvērtības (s(T)  diagonālmatricā D, tad spektrālā problēma matricai T ir formā  TX=XD vai T=XDX-1. Matricām A un T īpašvektori sakrīt, tāpēc 

A=XD1X-1, kur diagonālmatrica D1 satur īpašvērtības (s(A).  No algebras ir zināms, ka matricai funkcijai f(B) īpašvērtības ((f(B))=f(((B)), kur ((B) ir matricas B īpašvērtības. Tāpēc (s(A)=1+r(s(T). Ja kļūdas vektoru e0 =
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izvirza pēc matricas A (vai T) īpašvektoriem (zinot vektoru e0 ,  koeficientus cs var noteikt no (N-1) lineāru vienādojumu sistēmas) , tad  en = 
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(zināms arī, ka An =XD1n X-1). Tātad kļūda neaug laikā, ja matricas A īpašvērtības pēc moduļa nepārsniedz vienenieku, t.i.

                         max | (s(A)| ( 1 .                                                 (5.13)

Tātad jābūt spēkā nevienādībai |1- 4r sin2(s(/(2N))| ( 1 vai 

r (0.5 /sin2(s(/(2N)), kur s=1,2,…, N-1.  Neatkarīgi no s iegūstam nevienādību (s=N-1)         

         r ( 0.5 /cos2((/(2N)  vai    r  ( 0.5.                                      (5.14)

Pētot stabilitāti ar diskrētās Furjē rindas palīdzību iegūstam 

nevienādību  | 1- (s (| ( 1,kur    (s  ir matricas (- 1/h2 T) īpašvērtības. Tātad rezultātā iegūstam to pašu nevienādību (14), jo l/h=N. 

Fon Neimanis, pētot diferenču vienādojumu stabilitāti (bez 

robežnosacījumiem), iesaka diskrēto atrisinājumu meklēt kompleksās Furjē rindas vienas harmonikas formā, proti

                  ujn = pn exp(ijhk),                                                  (5.15)

kur  i =(-1)(0.5) imaginārā vienība, k--- reāls (viļņu) skaitlis, p--- pārejas modulis. Ievietojot (15) diferenču vinādojumos (7) un saīsinot ar exp iegūstam , ka

               p= 1- ( ((k), kur  ((k)=4/h2 sin2(kh/2).                             (5.16)

Pieprasot, lai |p| ( 1 visiem reāliem skaitļiem k, iegūstam stabilitātes nosacījumu formā  (14).

 Ja k= s(/l, kur s=1,2,…,N-1, tad iegūstam iepriekšējos stabilitātes kritērijus.

Lietojot maksimuma (monotonitātes) principu pārrakstam 

diferenču vienādojumus (7) kanoniskā veidā, lietojot lokālo numerāciju 

(0 atbilst (j,n+1), 1--- (j-1,n), 2---(j,n), 3--- (j+1,n), t.i. 4-ru punktu šablons, 

0 apzīmē centrālo mezgla (režģa) punktu, 1,2,3 ir kaimiņu mezglu punkti):

                                              A0 u0 = 
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kur A0 ir koeficients vienādojumā (7) pie centrālā mezgla punkta (A0=1),

Bk ir koeficienti pie kaimiņu mezglu punktiem (B1=r, B2=1-2r, B3=r), K ir kaimiņu punktu skaits (K=3), F0 ir vienādojumu labā puse (F​​0=0).

 Diferenču vienādojumi (17) ir monotoni (stabili), ja pastāv šādas 

nevienādības:

                     A0 > 0, Bk ( 0, Dk =A0 - ( Bk (0,                                 (5.18)                       

kur vismaz vienam Bk pastāv stingra nevienādība (Bk >0).

Mūsu gadījumā, tas dod  1-2r ( 0 vai r ( 0.5, t.i. iegūstam  stabilitātes nosacījumu (14).


Novērtējot matricas A īpašvērtības var lietot arī Geršgorina teorēmu:

matricas lielākais īpašvērtības modulis nepārsniedz lielāko matricas elementu moduļu summu pa rindiņām vai kolonām, t.i.

            max(|(|) ( 
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Mūsu gadījumā  |((A)| ( |1-2r| +2r ( 1 vai r ( 0.5.

 Līdzīgi īpašvērtības var novērtēt ar Brauera teorēmu:

Ja Ps = 
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(visu s-tās rindiņas elementu moduļu summa, izņemot diagonālelementu), tad katra matricas A īpašvērtība atrodas vismaz vienā riņķī (vai uz tā robežas), t.i.

                                          | ( - ass| ( Ps.                                              (5.20)

Mūsu gadījumā  | ((A) – (1-2r)| ( 2r. Ja (1=1-2r –2r =1-4r (segmenta [(1,(2] kreisais galapunkts---mazākā īpašvērtība) un (2 =1-2r +2r=1 (lielākā īpašvērtība), tad no stabilitātes kritērija (|(| ( 1) seko nevienādība |1-4r| ( 1 vai  r ( 0.5.


Vēl stabilitāti var pētīt ar pertubāciju vai lokālās kļūdas metodi, uzdodot sākumā (t=0) vienā režģa punktā nenulles vērtibu e (pārējos 0) un pētot, kā šī pertubācija uzvedās laikā (nestabilai DS tā pēc moduļa aug). Piemēram, ja r=0.5, tad diferenču vienādojumi (7) ir formā

                        ujn+1 =0.5(uj-1n + uj+1n), n(0, j=1,2,…,N-1, 

tad uzdodot (N=10, u50 =e (0, uj 0=0, j=0,1,2,3,4,6,7,8,9,10; n=1,2,3,4,5) iegūstam tabulu:

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	0
	0
	0
	0
	0
	e
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0.5e
	0
	0.5e
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0.25e
	0
	0.5e
	0
	0.25e
	
	0
	0

	0
	0
	1/8e
	0
	3/8e
	0
	3/8e
	0
	1/8e
	0
	0

	0
	1/16e
	0
	1/4e
	0
	3/8e
	0
	1/4e
	0
	1/16e
	0


Redzam, ka perturbācija paliek ierobežota laikā. Šeit mēs atrodamies uz stabilitātes robežas. Ja izvēlas r >0.5, tad var pārliecināties, ka perturbācija laikā aug. Perturbāciju var uzdot arī uz robežas (j=0 vai j=N) un pētīt robežnosacījumu (ja tie nav pirmā veida) iespaidu uz DS stabilitāti.  


Pētot aproksimācijas kļūdu (jn apskatam lokālo kļūdu ejn=Ujn-ujn.

Tad no (7) seko, ka ejn+1=ejn +r(enj-1-2ejn +enj+1) +( (jn, kur (jn=( Ujn+1-Ujn)/(-

-(Unj-1-2Ujn +Unj+1)/h2. Lietojot Teilora rindu, iegūstam 

(jn= 
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 No šejienes seko, ja r ( 0.5, 

un  |(jn| ( M,  tad |ejn| ( t M. (jn= O(h2), bet ja r=1/6, tad (jn= O(h4).                                                                                                   

Kā otro piemēru, apskatam diferenču vienādojumus (7) ar 

nosacījumiem (8,9), kur g(x)=1, t.i. saskaņotības nosacījumi (6) nav spēkā.

Analitiskais atrisinājums ir iegūstams no Furjē rindas

       U(x,t)=
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kura konverģē lēnāk (vajag izvēlēties lielāku M) pie mazākām t vērtībām.

Atrisinājums ir simetrisks attiecībā pret x=0.5, tāpēc salīdzināsim tikai tuvinātās  u1 (x=0.1), u5 (x=0.5) un atbilstošās precīzās U  vērtības laika momentos t=0.005,t=0.01, t=0.05,t=0.1,  ja N=10, h=0.1,r=0.1 (skat. tabulu):

	T
	U1
	u1
	U5
	u5

	0.005
	0.6827
	0.6566
	1.0000
	1.0000

	0.01
	0.5205
	0.5113
	0.9992
	0.9979

	0.05
	0.2442
	0.2429
	0.7723
	0.7669

	0.10
	0.1467
	0.1460
	0.4745
	0.4721


Sastādam programmu “ atk2(N,M)”:

%u_t=Dt u_xx,u(0)=u(L)=0,u_t=0 =1,atklātā DS,L=1

function atk2(N,M)

L=1;N1=N+1;N2=N-1;x=linspace(0,L,N1);h=L/N;r=0.1;

X=sin(pi/N*[1:N2]'*[1:N2]);tau=h^2*r;n=10;

t=0;V=[0 ones(1,N2) 0]; ak0=h*X*V(2:N)';

for j=1:n

V(2:N)=V(2:N)+r*(V(1:N-1)-2*V(2:N)+V(3:N1));

        t=t+tau;

     end

     nM=2*[1:M]-1;

     eM=exp(-(pi/L)^2*t*nM.^2)./nM;

     up=[0; 4/pi*sin(pi*x(2:N)'*nM)*eM';0]';

     l1=4/(h^2)*(sin(pi*[1:N2]'*h/2/L)).^2;    

     akn=(1-tau*l1).^n.*ak0 ;

     un= [0;2*X* akn; 0]';

plot(x,up,'ko',x,V,'k-',x,un,'k*')

grid on 

title(sprintf('temperatura,time=%6.4f r=%4.2f h=%4.2f',t,r,h))

legend('temp.prec.','temp.tuv.', 'tform') 
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Palaižot to ar komandu “ >> atk2(10,5)” (r=0.1, n=10,t=0.01), iegūstam grafiku:

Mainot M (M=6,10,…) precizā atrisinājuma 4 zīmes aiz komata saglabājas. 

Ja  r=0.5, n=2, tad atbilstošais grafiks ir
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Redzams, ka kļūda pieaug, sevišķi gala punktu x=0 un x=1 apkārtnē. Tiklīdz nav spēkā nevienādība  (14), tad atklātā metode kļūst nestabila.

5.3  Atklātās 3-punktu šablona DS ar 3. veida robežnosacījumiem.

  Kā trešo  piemēru, apskatam diferenču vienādojumus (7) ar 3.veida 

robežnosacījumiem (2). Lietojot vienpusīgās differences, var veidot sekojošas diferenču formulas (2-puntu šablona diferenču vienādojumi):

    (u1n –u0n)/h =s1(u0n –T1),  (uNn – uN-1n)/h=s2(T2 – uNn) , n ( 0.           (5.21)

Lietojot centrālās differences var iegūt formulas ar fiktīvām režģa funkcijas vērtībām u-1 ,uN+1 punktos x-1=-h, xN+1=l+h:

    (u1n- u-1n)/(2h) =s1(u0n –T1),  (uN+1n – uN-1n)/(2h)=s2(T2 – uNn) , n ( 0. (5.22)

Lai izslēgtu fiktīvās vērtības,  jāraksta diferenču vienādojumi (7) arī robežpunktos (x=0 un x=l), t.i. 

      u0n+1=u0n +r(u-1 n –2u0n  +un 1), uNn+1=uNn +r(unN-1-2uNn +unN+1).

Tad no (22) seko 2-punktu šablona diferenču vienādojumi šādā formā

                   u0n+1=u0n +2r(un 1 –(1+hs1)u0n + hs1 T1),                               (5.23) 

                  uNn+1=uNn +2r(unN-1-(1+hs2)uNn +h s2 T2).                             (5.24)

Veicot skaitlisku eksperimentu ar parametriem l=s1=s​2=1, T​​1=T2=0, r=0.25 un sākuma nosacījumu (3)  formā 

                                 g(x)=1, x ([0,1],                                                  (5.25)

sastādamt jaunu MATLAB programmas failu “ atk3(N,M)” un palaižot to programmu logā ar komandu “ >> atk3(10,3)”; iegūstam (N=10, h=1/10) punktā x=0.2 šādus rezultātus (U--- analitiskais atrisinājums , uv ---režģa atrisinājums pēc formulas (21),  uc --- režģa atrisinājums pēc formulām 

(23,24)):

	T
	uc
	U
	Kļūda %
	 uv
	Kļūda %

	0.005
	1.0000
	0.9984
	0.16
	0.9943
	-0.4

	0.050
	0.9126
	0.9120
	0.07
	0.8912
	-2.3

	0.100
	0.8345
	0.8342
	0.04
	0.8102
	-2.9

	0.250
	0.6452
	0.6454
	-0.03
	0.6142
	-4.8

	0.500
	0.4205
	0.4212
	-0.16
	0.3873
	-8.0

	1.000
	0.1786
	0.1794
	-0.45
	0.1540
	-14.2


Analitisko atrisinājumu var iegūt rindas formā

U(x,t) = 
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kur dk ir trancendenta vienādojuma    d tan(d) =0.5 pozetīvās saknes.

MATLAB programma ar robežnosacījumiem (23,24)ir šāda:

 %u_t=Dt u_xx,u_x(0)=u(0),u_x(L)=-u(l),

%u_t=0 =1,atklātā DS,2 veida robežnos. apr.

function atk3(N,M)

L=1;N1=N+1;N2=N-1;

x=linspace(0,L,N1);h=L/N;r=1/4;

tau=h^2*r;n=200;

t=0;

V=ones(1,N1);d=zeros(1,M); 

for j=1:n

a=V(2);b=V(N);      

V(2:N)=V(2:N)+r*(V(1:N-1)-2*V(2:N)+V(3:N1));

V(1)=V(1)+2*r*(a-(1+h)*V(1));

V(N1)=V(N1)+2*r*(b-(1+h)*V(N1));

        t=t+tau;

end

     for m=1:M

     d(m)= fzero('x.*tan(x)-0.5',[(m-1)*pi,(2*m-1)*pi/2]);

     end   

     eM=exp(-4*d.^2*t)./(3+4*d.^2).*sec(d);

     up=4*cos(2*(x'-1/2)*d)*eM'; 

plot(x,up','ko',x,V,'k-')

grid on 

title(sprintf('temperatura,time=%6.4f r=%4.2f h=%4.2f',t,r,h))

legend('temp.prec.','temp.tuv.') 

Palaižot šo programmu, iegūstam grafiku
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Trancendentā vienādojuma saknes (masīvs d) ir 0.6533, 3.2923, 6.3616, 9.4775, …. Precīzais atrisinājums, ja t=0.5 praktiski nav atkarīgs no Furjē rindas saskaitamo skaita M (ja M=1, tad jau pareizi ir 4 cipari aiz komata).

Ja t=0.005 (2 laika soļi), tad 4 pareizus ciparus iegūstam tikai ar M=6 (piemēram punktā x=0.2 atkarībā no M iegūstam vērtības: 0.9806(M=1),

1.0082(M=2), 0.9998(M=3), 0.9983(M=4), 0.9983(M=5), 0.9984(M(6)). 

      Ja r=0.5, tad tuvinātais atrisinājums kļūst nestabils (skat. grafiku, ja t=0.2)
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Lietojot vienpusīgos robežnosacījumus (21), programmā “ atk3(N,M)”

aizvietojam 2 operatorus ar operatoriem V(1)=V(2)/(1+h); V(N1)=V(N)/(1+h) un izpildam komandu “ >> atk3(10,3)” ( iepriekšējais variants):
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Redzam, ka precizitāte uzlabojas (DS kļūst stabilāka). Ja r=0.52, tad DS ir nestabila, skat. grafiku:
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Pētot stabilitāti ar Brauera teorēmu (20) nosacījumu (23,24) gadījumā , redzam, ka pārejas matrica A (ar kārtu (N+1)) ir diagonālmatrica [r, 1-2r,r] ar izmainītām pirmo un pēdējo rindiņām: 1.rindiņa ir formā

 [1-2r(1+hs1), 2r, 0,0,…,0], pēdējā (N+1-ā)---[0,0,…,0, 2r, 1-2r(1+hs2)]. Izvēloties ass=1-2r(1+hs1), Ps=2r (1.rindiņa), iegūstam nevienādību |((A)-ass| ( 2r, t.i. ( ([(1, (2], kur (1=1-2r(2+hs1), (2=1-2rhs1. Pieprasot, lai |(1| ( 1, |(2| ( 1 iegūstam nevienādības -1 ( 1-2r(2+hs1) ( 1,   -1 ( 1-2rhs1 ( 1, no kurām seko, ka r ( 1/(2+hs1). Analogi no matricas A pēdējās rindiņas seko, ka r ( 1/(2+hs2). Līdz ar to stabilitātes nosacījums ir formā

                    r( min{1/(2+hs1), 1/(2+hs2)}.                                     (5.27)


Lietojot maksimuma principu (17), redzam, ka režģa punktā x=0 (centrālais, K=2) A0=1, B1=1-2r(1+hs1), B2= 2r, tātad no B1 (0 seko, ka

r ( 1/(2+2hs1). Analogi režģa punktā x=l iegūstam r ( 1/(2+2hs2). Tātad stabilitātes nosacījums ir
                    r ( min{1/(2+2hs1), 1/(2+2hs2)}.                                  (5.28)

Redzama neliela atšķirība formulās (27) un (28): ja s1=s2=1, h=0.1, tad no

(27) iegūst r ( 1/ 2.1= 0.4762  , bet no (28)  r( 1/2.2=0.4545. 

Pētot stabilitāti ar Brauera teorēmu (20) nosacījumu (21) gadījumā , redzam, ka pārejas matrica A (ar kārtu (N-1)) ir diagonālmatrica [r, 1-2r,r] ar izmainītām pirmo un pēdējo rindiņām: 1.rindiņa ir formā [1-2r+r/(1+hs1), r, 0,0,…,0], pēdējā (N-1-ā)---[0,0,…,0, r, 1-2r+r/(1+hs2)]. Izvēloties 

ass=1-2r+r/(1+hs1), Ps=r (1.rindiņa), iegūstam nevienādību |((A)-ass| ( r, t.i. 

( ([(1, (2], kur (1=1-3r+r/(1+hs1), (2=1-r+r/(1+hs1). Pieprasot, lai |(1| ( 1, |(2| ( 1 iegūstam nevienādības -1 ( 1-2r+r/(1+hs1) ( 1,-1 ( 1-r+r/(1+hs1) ( 1, no kurām seko, ka r ( (2+ 2hs1) /(2+3hs1).

Analogi no matricas A pēdējās rindiņas seko, ka r ( (2+2hs2)/(2+3hs2). 

Tā kā lielums (2+2z)/(2+3z) >0.5 visiem z ( 0, tad paliek spēkā standarta nosacījums (14), kurš seko no matricas A pārējām rindiņām.


Lietojot maksimuma principu (17), redzam, ka režģa punktā x1 (centrālais, K=2) A0=1, B1=1-2r+r/(1+hs1), B2= r, tātad no B1 (0 seko, ka

r ( (1+hs1)/(1+2hs1). Analogi režģa punktā xN-1 iegūstam 

r ( (1+hs2) /(1+2hs2). No novērtējuma (1+z)/(1+2z) >0.5 visiem z (0 seko standarta stabilitātes nosacījums (14), kurš ir spēkā pārējiem režģa punktiem.
5.4     Aizklātās 3-punktu šablona DS ar svaru ( ((-metode). 
DS vienādojumi ((-metode) vienmērīgā režģa gadījumā ar soļiem h, ( ir formā

     ujn+1=ujn +r[(1-()(unj-1-2ujn +unj+1)+ ((un+1j-1-2ujn+1 +un+1j+1)].            (5.29)

Ja ( =0, tad iegūstam atklātas DS vienādojumus (7), bet ,ja ( >0, tad iegūstam aizklātās DS vienādojumus,t.i. kopā ar robežu un sākuma nosacījumiem algebrisku vienādojumu sistēmu  katrā (n+1)-ā laika slānī. Ja (=0.5, tad iegūst 2.kŗtas aproksimācijas Kranka-Nikolsona (1947.g.) DS vienādojumus. Parasti (([0,1], bet iespējamas arī citas vērtības. 

       Izvēlamies nosacījumus (8,10) un veicam aprēķinus ar datorprogrammu MATLAB, ja (=0.5, r= 1, N=10, h=0.1 (t=0.01, t=0.02, t=0.1). Šajā nolūkā lietojam programmu “ fakt(N,A,B,C,F,a,b,c,d)” (skat. 2.nodaļu), lai atrisinātu vienādojumu sistēmu ar faktorizācijas metodi,  3-punktu šablona DS formā   

Aj yj-1 – Cj yj + Bj yj+1 = - Fj , j=1,…,N-1, y0=a y1 +b, yN =c yN-1 +d.

Rezultātā iegūstam atrisinājuma vektoru-kolonu “y” ar kārtu “N+1”.

Tālāk ar M-failu  “ aizk1(N,M)” varam atrisināt robežproblēmu tuvināti un analitiski, uzdodot parametrus programmā “fakt” :

 %u_t=u_xx,u(0)=u(L)=0,u_t=0 =g(x)aizklātā met.

function y=aiz1(N,M)

L=1;teta=0.5;

N1=N+1;N2=N-1;N3=N/2+1;N4=N3+1;

x=linspace(0,L,N1);h=L/N;r=1;

X=sin(pi/N*[1:N2]'*[1:N2]);

tau=h^2*r;n=10;

t=0;

a=0;b=0;c=0;d=0;A=ones(N2,1)*r*teta; 

B=ones(N2,1)*r*teta; 

C=ones(N2,1)*(1+2*r*teta);

y=[2*x(1:N3), 2*(1-x(N4:N1))]; 

ak0=h*X*y(2:N)';

for j=1:n

F=(-2*r*(1-teta)+1)*y(2:N)+r*(1-teta)*(y(1:N2)+y(3:N1));

y=fakt(N,A,B,C,F,a,b,c,d);

t=t+tau;

end

     nM=2*[1:M]-1;

     eM=exp(-(pi/L)^2*t*nM.^2)./(nM.^2).*sin(nM*pi/2);

     up=[0; 8/pi^2*sin(pi*x(2:N)'*nM)*eM';0]';

     l1=4/(h^2)*(sin(pi*[1:N2]'*h/2/L)).^2;    

     akn=((1-(1-teta)*tau*l1)./(1+tau*l1*teta)).^n.*ak0 ;

     un= [0;2*X* akn; 0]';up

     plot(x,up,'ko',x,y,'k-',x,un, 'k*')

     grid on 

     title(sprintf('temperatura,time=%6.4f r=%4.2f      

     teta=%4.2f',t,r,teta))

     legend('temp.prec.','temp.tuv.', 'tform') 

Šeit režģa metodes analitiskais atrisinājums (tform) tiek meklēts ar formulu

ujn = 
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 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf],  kur ak n =((1-(k(1-() ()/(1+(k( ()) n ak0,  (---laika solis, 

(k ir matricas –1/h2 īpašvērtības. 
Palaižot programmu ar “>> u= aiz1(10,5)” ( r=1,(=0.5; 1) iegūstam pie t=0.1 sekojošu tabulu un grafikus:

	
	x=0
	x=0.1
	x=0.2
	x=0.3
	x=0.4
	x=0.5

	U
	0
	0.0933
	0.1776
	0.2444
	0.2873
	0.3021

	u ((=0.5)
	0
	0.0948
	0.1803
	0.2482
	0.2918
	0.3069

	u ((=1)
	0
	0.0991
	0.1886
	0.2598
	0.3056
	0.3214
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Redzam, ka precizitāte  pasliktinās, ja (=1 (1. kārtas aproksimācijas DS).

Programma “fakt” darbojas arī, ja (=0 (atklātā DS).

Pētot DS stabilitāti ar matricu metodi, varam aizklāto shēmu pārrakstīt vektoru formā (E-r( T)un+1 =(E+r(1- ()T) un, kur N-1-ās kārtas matricai  T ir īpašvērtības –4sin2 (s(/2N), s=1,2,…,N-1. Tātad pārejas matricas       A= (E-r( T)-1(E+r(1- ()T)

 īpašvērtības ir 
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No stabilitātes nosacījuma (13) seko, ka 2r(1-2() ( 1, t. i.  

                 r ( 0.5/(1-2(), ja ( <0.5 un r < (, ja ( ( 0.5.         (5.30)

Tādas pat nevienādības var iegūt arī ar fon Neimaņa stabilitātes kritērija(16). Pārrakstot (29) formā Bun+1 =(B+r T) un vai un+1 =(E+r B-1 T) un ,

 kur B=E-r(T, no pārejas matricas īpašvērtībām  seko stabilitātes nevienādība |1+r ((T)/((B) ( 1, kas sakrīt ar iepriekšējo, jo ((B)=1-r (((T).

 
Lietojot maksimuma principa nevienādibas (18), pārakstam  

diferenču vienādojumus (29) kanoniskā veidā (17), lietojot lokālo numerāciju (0 atbilst (j,n+1), 1--- (j-1,n+1), 2---(j-1,n), 3--- (j,n), 4---(j+1,n),

5--- (j+1,n+1) ( 6-u punktu šablons: 0 apzīmē centrālo mezgla  punktu, 1,2,3,4,5  ir kaimiņu mezglu punkti). Tad atbilstošie koeficienti ir : 

A0 =1+2r(, B1 =B5 =r(, B2=B4=r(1-(), B3=1-2r(1-(),F0=0. Tātad visi Bk(0,

ja ( ([0,1] un

                                     r ( 0.5/(1-().                                             (5.31)

Nosacījumi (30) un (31) atšķiras, jo tos izvedot tiek lietotas dažādas diskrētās normas(telpu L2 un C normu diskrētie analogi). Kranka-Nikolsona DS nav absoluti stabila pēc nosacījuma (31),t.i. C telpas normas analogā

||u||=max(|uj|).  


Tālāk kā 4. piemēru apskatīsim Neimaņa problēmu, kas apraksta temperaturas U sadalījumu stienī, kura viens gals  (x=0) ir izolēts (Ux(0)=0), bet otrs (x=1/2) tiek stacionāri karsēts (Ux=1). Sākumā, pirms karsēšanas  stienis bija auksts (g(x)=0). Robežnosacījumu aproksimācijai lietosim vienpusīgās differences (1.kārtas aproksimācija): u0=u1, uN=uN-1+h, kur h=L/N, L=1/2. Lietojot Kranka-Nikolsona shēmu, ja r=1/2,t=0.1, N=10, aprēkināsim temperatūras sadalījumu stienī. Analitiskais atrisinājums ir
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Sastādīsim programmu “u=aiz2(N,M)” šīs problēmas risināšanai:

%u_t=u_xx,u_x(0)=0,u_x(L)=1,u_t(0)=0 aizklātā met.

function y=aiz2(N,M)

L=1/2;teta=0.5;

N1=N+1;N2=N-1;

x=linspace(0,L,N1);h=L/N;r=1/2;

tau=h^2*r;n=40;

t=0;

c=1;b=0;a=1;d=h;A=ones(N2,1)*r*teta; 

B=ones(N2,1)*r*teta; 

C=ones(N2,1)*(1+2*r*teta);

y=zeros(1,N1); 

for j=1:n

F=(-2*r*(1-teta)+1)*y(2:N)+r*(1-teta)*(y(1:N2)+y(3:N1));

y=fakt(N,A,B,C,F,a,b,c,d);

t=t+tau;

end

nM=[1:M];

eM=exp(-4*pi^2*t*nM.^2)./(nM.^2).*((-1).^nM);

up=2*t+0.5*((12*x'.^2-1)/6- 2/pi^2*cos(2*pi*x'*nM)*eM');

plot(x,up,'ko',x,y,'k-')

     grid on 

title(sprintf('temperatura,time=%6.4f r=%4.2f teta=%4.2f',t,r,teta))

legend('temp.prec.','temp.tuv.') 

Palaižot šo programmu ar komandu “u=aiz2(10,5)”, iegūstam grafiku:
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Redzam samērā neprecīzus rezultātus, kas ir saistīti ar robežnosacījumu 1. kārtas aproksimāciju. Lietojot 2.kārtas aproksimāciju, iegūstam formulas

       u0n+1=1/(1+0.5/r)*(u1n+1 + 0.5/r*u0n ),                                          (5.32)

       uNn+1=1/(1+0.5/r)*(uN-1n+1 +h+ 0.5/r*uNn ).                                 (5.33)

Formulu (32) iegūst no izvirzījuma U1n+1 (U 0n+1 +h Ux,0 +0.5 h2Uxx,0 ,

kur punktā x=0 no robežnosacījuma atvasinājums Ux,0 =U(0,t)=0, bet no siltuma vadīšanas vienādojuma Uxx,0=Ut,0 ( (U0n+1- U0n)/ ( . Analogi punktā x=1 iegūst (33). Ievedot progammā “y=aiz2(N,M)”  ārpus cikla operatorus

“reiz=1/(1+0.5/r); a=reiz; c=reiz;” bet cikla sākumā “ b=0.5/r*reiz*y(1); d=(h+0.5/r*y(N1))*reiz; “ un palaižot programmu ar komandu 

“ >> u=aiz2(10,5)” iegūstam daudz precīzākus rezultātus (vismaz 2 cipari aiz komata sakrīt, skat. arī grafiku).
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Otrās kārtas aproksimāciju var iegūt arī savādāk, ja pieprasa, ka diferenču vienādojumi (29) ir spēkā arī uz robežas, t.i. ja j=0, j=N  un robežnosacījumus aizstāj ar centrālām diferencēm, izmantojot fiktīvus režģa punktus x-1, xN+1, t.i. u-1=u1, uN+1=uN-1 +2h. Rezultātā iegūst formulas:

       u0n+1=r2 u1n+1+ ((1-2r)/r1+r2)u0n +(2/r1- r2) u1n,                        (5.34)

      uNn+1=r2 uN-1n+1+ ((1-2r)/r1+r2)uNn +(2/r1- r2) uN-1n + 2hr/r1,     (5.35)

kur  r1= 1+2r(, r2=2r(/r1.

Salīdzinot rezultātus ar abām metodēm iegūstam pie t=0.1 sekojošu tabulu (u1---robežnosacījumu 1.kārtas aproksimācija, u2--- 2.kārtas aproksimācija iegūta ar (32,33), u3--- 2.kārtas aproksimācija iegūta ar (34,35)):

	
	x=0
	x=0.1
	x=0.2
	x=0.3
	x=0.4
	x=0.5

	U
	0.1186
	0.1282
	0.1573
	0.2061
	0.2751
	0.3647

	u2
	0.1172
	0.1268
	0.1558
	0.2045
	0.2734
	0.3630

	u3
	0.1183
	0.1279
	0.1569
	0.2056
	0.2746
	0.3642

	u1
	0.1475
	0.1530
	0.1803
	0.2298
	0.3017
	0.3960


Lietojot maksimuma principu diferenču vienādojumiem (32,33)  režģa robežpunktos x=0 un x=1 (K=2), iegūstam 

1) no (32)---  B2=1/(1+0.5/r)>0, B1=0.5B2 /r >0, A0=B1+B2, F0=0,

2) no (33)---  B1=1/(1+0.5/r)>0, B2=0.5B1/r >0, A0= B1+B2, F0= 1/(1+0.5/r).

Tātad diferenču vienādojumi (32,33) ir absolūti stabili, tāpat kā vienādojumi

iekšējos režģa punktos, ja ( ( 0.5.

       Ar maksimuma principu diferenču vienādojumiem (34,35)  režģa robežpunktos x=0 un x=1 (K=3), iegūstam 

1) no (34)---  B2=2r/r1- r2 >0, B1=(1-2r)/r1 + r2  >0, ja r (0.5/(1-(), B3=r2>0, A0=B1+B2+ B3=1, F0=0,

2) no (35)---  B1=r2>0, B2=2r/r1-r2 >0, B3=(1-2r)/r1+r2 >0, ja r (0.5/(1-(), A0= B1+B2+B3=1, F0= 2hr/r1.

Tātad diferenču vienādojumi (34,35) ir nosacīti  stabili, ja

                                        r (0.5/(1-()                                            (5.36)

Ievedot progammā “y=aiz2(N,M)”  ārpus cikla operatorus

“reiz=r2; a=reiz; c=reiz;” bet cikla sākumā “ b =((1-2r)/r1+r2)y(1) +

(2r/r1-r2)y(2); d=2hr/r1+((1-2r)/r1 +r1)y(N1)+(2r/r1-r2)y(N) “ un palaižot programmu ar komandu “ >> u=aiz2(10,5)” iegūstam grafiku, kurš ļoti līdzīgs iepriekšējam. No iepriekšējās tabulas redzams, ka ir pareizi 3 cipari aiz komata, tātad šī metode ir precīzāka. Palielinot r (r=1;3;5;8), nestabiliāti

skaitliski novērot tomēr neizdavās.

5.5 Aizklātās DS un iterācijas metodes.

Tālāk apskatīsim aizklāto DS risināšanu ar iterāciju (Jakobi, Zeideļa, relaksācijas) metožu palīdzību. Šajā nolūkā diferenču vienādojumus (29)

(n+1)-ā laika slānī pārraksta šādā formā  uj=r((uj-1-2uj +uj+1) +cj, 

kur uj = ujn+1, cj zināma kombinācija no režģa funkcijas vērtībām uz n-tā laika slāņa. Lietojot konverģentas iterācijas uj(k), k=1,2,…(uj(0)=ujn---zināmas vērtības visiem j) aprēķinam ujn+1, ja iterāciju skaits k ir pietiekoši liels. Aplūkosim 4 iterācijas procesus:

1) vienkāršās iterācijas--- uj(k+1) =r((uj-1(k) -2uj(k) +uj+1(k) ) +cj, 

2) Jakobi iterācijas--- uj(k+1) =r((uj-1(k) -2uj(k+1) +uj+1(k) ) +cj, vai 

        uj(k+1) =r(/(1+2(r) (uj-1(k)  +uj+1(k) ) +cj/(1+2r(),                     (5.37)

3) Gausa-Zeideļa iterācijas--- 

               uj(k+1) =r(/(1+2(r) (uj-1(k+1)  +uj+1(k) ) +cj/(1+2r(),                 (5.38)

4) relaksācijas metodes iterācijas---

         uj(k+1) =((r(/(1+2(r) (uj-1(k+1)  +uj+1(k) )) +(1-() cj/(1+2r(),         (5.39) 

kur ( ((([0,2]) ir relaksācijas parametrs.

Optimālais relaksācijas koeficients ir 

         (0pt=2/(1+
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),   z=r/(1+r) cos((/N).                                  (5.40)

Ja p= r(/(1+2(r) <1, tad  Gausa-Zeideļa iterācijas process ir pierakstāms matricas formā  u(k+1)=Au(k) +c, kur c ir zināms vektors, bet matrica A ir (N-1)-ās kārtas apakšējā 3-stūra matrica ar maksimālo 2.kolonu (p, p2,…, pN-1).

Iterācijas metodes konverģencei ir nepieciešami lai max |((A)| ( 1. N0 Geršgorina teorēmas seko, ka max| ((A)| ( p+p2+… + pN-1 =(p-pN)/(1-p) <1,

t.i. metode konverģē visiem r >0, (>0.


Pētot vienkāršās iterācijas metodes konverģenci, redzam, ka kļūdas

vektors e apmierina vienādojuma e(k+1)=(r TN-1 e(k), kur matricas T īpašvērtības ir (-4sin2(s (/(2N)), s=1,2,…, N-1), t.i. iterācijas konverģē, ja 4(r <1.


Jakobi iterācijas metodei kļūdas vektors ir nosakāms no vienādojuma   

e(k+1)=p(2E + TN-1) e(k) t.i. konverģences nosacījums ir

       p| 2-4sin2(s(/(2N))| =2p|cos(s(/N)| <1, t.i. visiem r. Tomēr šī metode konverģē lēnāk nekā Gausa-Zeideļa un relaksācijas metodes. 

5.6 Uzdevumi.
1) Izvest Furjē rindu un aprēkināt 1. piemēru  ar aizklāto DS ar dažādiem (.

2) Izvest Furjē rindu un aprēkināt 2. piemēru  ar aizklāto DS ar dažādiem (.

3) Izvest Furjē rindu un aprēkināt 3. piemēru  ar aizklāto DS ar dažādiem (.

4) Izvest Furjē rindu un aprēkināt 4. piemēru  ar atklāto DS ar r=1/6 un salīdzināt atrisinājumu ar r=1/4 un ar aizklāto metodi, lietojot 3 veida robežnosacījumu aproksimācijas.

5) Atrisināt Ut=10Uxx (1.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

6) Atrisināt Ut=10Uxx (2.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

7) Atrisināt Ut=10Uxx (3.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

8) Atrisināt Ut=10Uxx (4.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6(dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

9) Atrisināt Ut=10Uxx (1.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

10) Atrisināt Ut=10Uxx (2.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

11) Atrisināt Ut=10Uxx (3.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

12) Atrisināt Ut=10Uxx (4.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

13) Atrisināt Ut=Uxx –U (1.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

14) Atrisināt Ut=Uxx –U (2.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

15) Atrisināt Ut=Uxx –U (3.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

16) Atrisināt Ut=Uxx –U (4.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

17) Atrisināt Ut=Uxx –U (1.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

18) Atrisināt Ut=Uxx –U (2.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

19) Atrisināt Ut=Uxx –U (3.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

20) Atrisināt Ut=Uxx –U (4.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

21) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (1.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

22) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (2.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

23) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (3.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

24) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (4.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

25) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (1.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

26) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (2.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

27) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (3.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

28) Atrisināt Ut=Uxx –10 Ux  (4.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

29) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (1.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

30) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (2.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

31) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (3.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

32) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (4.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

33) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (1.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

34) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (2.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

35) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (3.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

36) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U (4.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

37) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(1.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

38) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(2.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

39) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(3.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2.

40) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(4.piemērs) ar aizklāto DS, ja (=1/2 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

41) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(1.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

42) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(2.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

43) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(3.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6.

44) Atrisināt Ut=Uxx +7 Ux +10U +10(4.piemērs) ar atklāto DS, ja r=1/6 (dažāda veida robežnosacījumu aproksimācijas).

45) Parādīt, ka 3-diagonālmatricai ar konstantiem koeficientiem  [ c,a, b]

īpašvērtības ir (s=q+2(bc)0.5cos(s(/N+1), s=1(1)N.

46) Realizēt ar iterācijas metodēm (37-40) aizklāto DS siltuma vadīšanas
          vienādojumam, ja θ=0.5.
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