6. Jaukta veida problēmas stīgas svārstības 

       vienādojumam skaitliskā analīze 
Matemātiskajā fizikā apskata 2.kārtas kvazilineāru PDV

AUxx+2BUxt +CUtt +F(x,t,U,Ux,Ut​)=0,                               (6.1)

kur koeficienti A,B,C var būt atkarīgi no x,t,U,Ux,Ut.(A>0). Hiperboliska tipa gadījumā D=B2-AC >0 (eliptiskam D<0, paraboliskam D=0). Šajā gadījumā plaknē (x,t) eksistē 2 līknes-harakteristikas (raksturlīknes), kuru virziena koeficienti apmierina vienādojumu

               A(dt/dx)2 – 2B (dt/dx) +C =0.                                        (6.2)

Šo vienādojumu var sadalīt divos    
dt/dx =(B+
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)/A,           dt/dx =(B-
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)/A,                       (6.3)

no kuriem var noteikt 2 harakteristikas.

 Viens no parciālo hiperboliskā  tipa diferenciālvienādojumu 

pārstāvjiem ir klasiskais stītgas svārstības vienādojums (viļņu vienādojums), kurš 2 argumentu (t([0,T]---laika un x([0,l]--- telpas koordinātes) gadījumā ir pierakstāms šādi: 

                             Utt=a2Uxx ​+f(x,t),



  (6.4)

kur U =U(x,t) ir nezināmā funkcija ---nobīde no stīgas līdzsvara stāvokļa,  f=f(x,t)---dota funkcija ---ārējo spēku avotu funkcija. Izdarot mainīgo transformāciju X=x/l, u=U/l, T=at/l, iegūstam PDV (4) ar a=1.                       

Apskatot vienādojumam (4) jaukta veida problēmu ir nepieciešami 

uzdot robežnosacījumus (1.veida vai 2.veida), t.i. funkcijas 

        U(0,t), U(l,t) vai Ux(0,t), Ux(l,t)                          
       (6.5)

un sākuma nosacījumus
               

                  U(x,0)=g0(x), Ut(x,0)=g1(x),                                     (6.6)         

kur,  g0(x)--- dots sākuma stīgas stāvokļa sadalījums, g1(x)--- dots sākuma ātrums.

 Pirmā veida robežnosacījumiem  svarīgi ir ievērot saskaņotības nosacījumus

                       g0(0)=U(0,0), g0(l)=U(l,0).                                   (6.7)

Periodisku robežnosacījumu gadījumā

                                 U(0,t)=U(l,t), Ux(0,t)=Ux(l,t).                                (6.8)

Sastādītās diferenču shēmas (DS) stīgas svārstības vienādojumam ir atkarīgas no funkciju g0(x), g1(x) gluduma, no saskaņotības nosacījumiem (6), no robežnosacījuma veida, no izvēlētās metodes precizitātes un stabilitātes. Tā kā šeit avotu funkcijai ir mazāka loma, tad tālāk pētot DS, apskatīsim tikai homogēnu vienādojumu (4), t. i. f(x,t)=0. 

6.1 Diskrētā aproksimācija telpā periodisku robežnosacījumu gadījumā (taišņu metode). 

Vienmērīgā telpas režģī (xj=jh, j=0, 1,…N, Nh=1, l=1) ar soļiem h=1/N periodisku robežnosacījumu gadījumā (8), iegūstam 2.kārtas DV sistēmu

uj “(t) =(a/h)2(uj-1(t)-2uj(t) +uj+1(t)), j=1(1)N, u0(t)=uN(t), uN+1(t)=u1(t), (6.9)

kur uj(t) aproksimē U(xj,t) ar 2.kārtas aproksimāciju telpā. Ievedot vektoru-kolonu u(t) = (u1(t), . . ., uN(t))T, var Košī problēmu DV sistēmu (9) pārrakstīt vektoriālā formā

                 u”(t)=A u(t) +g(t), u(0)= G0, u’(0)=G1,                               (6.10)

kur g(t)=0, A- N-kārtas kvadrātiska cikliska 3-diagonālmatrica ar 2 papildus elementiem aN,1=a1,N=(a/h)2, G0=(g0(x1) , . . ., g​​0​(xN))T, 
G1=(g1(x1) , . . ., g​​1​(xN))T . 

Ja A1=
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, problēmas (10) atrisinājumu (g=0) var pierakstīt formā

                 u(t)= cos(A1 t )G0 + A1-1 sin (A1 t)G1.                                 (6.11)

Skaitliskos aprēķinos izmantosim sākuma nosacījumus formā (3.26)

                   g0(x)=sin100((x), g1(x)=0.                                                 (6.12)

PDV (4) atrisinājums visā telpā ir 

 U(x,t)=0.5(g0(x-at) +g0(x+at) + 
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Sastādam MATLAB programmu “ stg1(N)” problēmas (10-12) realizēšanai,

ja a=1, t=0.3, N=50:

% u_tt= u_xx, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100, u_t(x,0)=0 DS  2. kārtas aproks.

function stg1(N)

a=1;N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); t=0.3;

B1=zeros(N,N);

B1=B1+diag(-2*ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1)+diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1;B1(N,1)=1; 

B1=B1*(a/h)^2;

g0=(sin(pi*x)).^100;

g0=g0(2:N1);

pr=0.5*((sin(pi*(x-a*t))).^100+(sin(pi*(x+a*t))).^100);

B2=sqrtm(-B1)*t;

B=funm(B2,'cos');

u1=[0;B*g0'];

ko=1+(0.5+t*a)/h; pr(ko),u1(ko)

plot(x,u1,'k.',x,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('Tests-centr. DS,t=%4.2f,h=%4.2f',t,h))

legend('centr. DS', 'prec. atr.')

Palaižot šo programmu, iegūstam maksimālās vērtības (0.500-precīzā, 0.4538- tuvinātā vērtība) un nelielas svārstības ( skat. grafiku). 
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Lietojot 4.kārtas aproksimāciju telpā (3.51), iegūstam šādu DV sistēmu:

uj”(t)= (a/h)2(-1/12 uj-2(t) +4/3  uj-1(t) – 5/2 uj(t) + 4/3 uj+1(t) -1/12 uj+2(t) ),

                                                                                                         (6.14)

kur j=1(1)N, u-1(t)=uN-1(t), u0(t)=uN(t), uN+1(t)=u1(t), uN+2(t)=u2(t).  DV sistēmā ( 10) matrica A ir cikliska 5-diagonālmatrica  ar papildus 3 elementiem matricas augšējā un apakšējā stūrī. Palaižot  iepriekšējo programmu “ stg1” ar DS (14), kurā ir  izmainīti šādi  operatori

B1=B1-1/12*diag(ones(N2-1,1),2) ... +4/3*diag(ones(N2,1),1)...

-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2)+ ...
4/3*diag(ones(N2,1),-1) -5/2*diag(ones(N,1));

B1(1,N)=4/3; B1(N,1)=4/3;B1(1,N2)=-1/12; 

B1(2,N)=-1/12;

B1(N,2)=-1/12; B1(N2,1)=-1/12;B1=B1*(a/h)^2; 

iegūstam maksimālās vērtības 0.5000 un 0.4946 un  grafiku bez svārstībām:
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Analizējot DS (9) un (14)  ar Furjē metodi, iegūstam homogēnās DV sistēmas (10) atrisinājumu formā u(t)=
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, kur (k ir Furjē modu vektors, ak(t)=ak(0)cos(mkt) + ak’(0)sin(mkt)/mk, mk=
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, (k- ir maricas A

īpašvērtības,  ak(0), ak’(0) ir atbilstošie izvirzījuma koeficienti sākuma nosacījumu vektoriem G0, G1. Viegli redzēt no (3.21), ka matricai A ir šādas īpašvērtības:

1) 2.kārtas DS (9)---(k=(a/h)22(cos(2(kh)-1) (0,                               (6.15)

2) 4.kārtas DS (14)--- (k= (a/h)2/6(16cos(2(kh)- cos(4(kh) –15)( 0, (6.16)

kur k=1(1)N. Redzam, ka (​​k <0, ja k<N, bet (N=0, t.i. atrisinājums

aN(t)=aN(0)+aN’(0) t  laikā aug lineāri.

6.2 Atklātās 3-slāņu DS periodisku robežnosacījumu gadījumā . 

Apskatot arī vienmērīgu režģi laikā ( tn=n(, n=0,1,…M; Mk=T) ar soli (, 3-slāņu  atklātās 2.kārtas un 4.kārtas aproksimācijas DS  ir formā

               ujn+1 -2 ujn +ujn-1=(CFL)2(unj-1 -2 ujn +unj+1),                          (6.17)

               ujn+1 -2 ujn +ujn-1=(CFL)2(-1/12 un j-2 +4/3  un j-1 

                                  – 5/2 uj n + 4/3 u nj+1 -1/12 un j+2 ),                 (6.18)

kur CFL=a(/h,  ujn ir diskrētās problēmas tuvinātais  atrisinājums, kuram atbilst jaukta veida (nepārtrauktās) problēmas atrisinājums U(xj,tn) laika momentā tn (n---laika slānis) un režģa punktā xj, j=1,…,N-1, n=0,1,...

  Lietojot Furjē analīzi  ujn=(n exp(2ijw), w([-(/2,(/2] iegūstam, ka pārejas modulis ( apmierina kvadrātvienādojumu 

            (2-2(+1=2(CFL)2( P(w),                                                 (6.19)

kur P(w)=(cos(2w)-1) DS (17), P(w)= 12-1(16cos(2w)- cos(4w) –15) DS (18). DS stabilitātes nosacījums ir |(| (1 visiem w. Kvadrātvienādojuma saknes ir        (1,2=1+(CFL)2P(w) 
[image: image8.wmf]±

((1+(CFL)2P(w))2 –1)0.5.                    

Lai  vienādojuma saknes būtu kompleksās plaknes vienības riņķī ir nepieciešami, lai  |1+(CFL)2P(w)| ( 1 vai (CFL)2|P(w)| ( 2. Tā kā 

P(w)=-2p DS (17) un P(w)=-2/3p(p+3) DS (18), kur p= sin2(w) ([0,1], tad |P(w)| maksimālās vērtības ir  atbilstoši 2 un 8/3, ja p=1. Rezultātā iegūstam šādus stabilitātes nosacījumus:

1) 2.kārtas DS (17)---   CFL ( 1,                                                          (6.20)

2) 4.kārtas DS (18)---  CFL ( 
[image: image9.wmf]3

/2.                                                     (6.21)

DS (17-18) fiktīvo vērtību uj-1 izsakam ar otro sākuma nosacījumu (6) 

formā  uj-1=uj1 -2(g1(xj)(2.kārtas  aproksimācija laikā). 

Sastādam MATLAB programmu “stg2(N)”, kas realizē abas DS, lietojot sākuma nosacījumus (12), ja CFL=1,N=50,a=2, t=0.4:

% u_tt =a^2 u_xx, periodiskie robēznosacījumi

%u(x,0)=(sin(px))^100, u_t(x,0)=0 DS  2. kārt.ap.

function stg2(N)

m=40;T=0.01:0.01:0.4;

tau=1/100;

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;a=h/tau

x=linspace(0,1,N+1); 

x=x(2:N1)';

B1=zeros(N,N);

%B1=B1-1/12*diag(ones(N2-1,1),2)+4/3*diag(ones(N2,1),1)...

%-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2)+4/3*diag(ones(N2,1),-1)-5/2*diag(ones(N,1));

%B1(1,N)=4/3; B1(N,1)=4/3;B1(1,N2)=-1/12; B1(2,N)=-1/12;

%B1(N,2)=-1/12; B1(N2,1)=-1/12;

B1=B1+diag(-2*ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1)+diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1;B1(N,1)=1; 

B1=B1*(a/h)^2;

g0=(sin(pi*x)).^100;

u2=g0;t=tau;

e1=eye(N,N);

u1=(e1+0.5*tau^2*B1)*g0;

for k=2:m

 t=t+tau;

 u3=u1;  

 u1=(2*e1+tau^2*B1)*u1-u2;

 u2=u3;

end

pr=0.5*((sin(pi*(x-a*t))).^100+(sin(pi*(x+a*t))).^100);

plot(x,u1,'ko',x,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('2.kār.DS,t=%4.2f,a=%4.2f',t,a))

legend('tuv. atr.','prec.atr.')

Grafikā redzam, ka 2.kārtas DS ar CFL=1 dod precīzu rezultātu. Veicot to pašu aprēķinu ar 4.kārtas DS (programmā “stg2” jānomaina komentāri), iegūstam diverģentu rezultātu, kas atbilst novērtējumam (21). Ja CFL=0.85, a=1.7, tad svārstošu tuvināto atrisinājumu var redzēt nākošā grafikā.
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6.3 Režģa metode citu robežnosacījumu gadījumā.


Homogēnu 1.veida robežnosacījumu (5) gadījumā, meklējot DS (17) analitisko atrisinājumu , izmanto diskrētās problēmas telpā īpašvērtības 

(k =4/h2 sin2(k(h/(2l)) un  īpašfunkcijas Xk (xj)= 
[image: image10.wmf]l
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sin(k(xj/l), kur k=1,2,…,N-1. Šīs īpašfunkcijas ir ortonormētas t.i. (Xk, Xm)h=(k,m (Kronekera simbols), kur 
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    ir     atbilstošais diskrētais skalārais reizinājums vektoriem u un v. DS (17) atrisinājumu iegūst no t.s. diskrētās Furjē rindas formā  

                                   ujn = 
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kur ak n apmierina diferenču vienādojumu 

              ak n+1 – 2 ak n + ak n-1 =-(k (a()2 ak n , n>0,                          (6.23)

ar   ak0= 
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Šeit g2(x)=g0(x)+( g1(x)+(2/2 (a2g0”(x) +f(x,0)) ir tuvināta u1(x) vērtība ar 2.kārtas aproksimāciju, ko iegūst no Teilora rindas, izmantojot PDV (4), ja t=0. Tā kā no stabilitātes nosacījuma (20) CFL= a(/h ( 1, tad apzīmējot ar

cos(pk()= 1-0.5(k(a ()2 iegūstam diferenču vienādojuma vispārīgo atrisinājumu formā 

                            ak n=C1sin(pktn) +C2 cos(pktn),                              (6.24)

kur patvaļīgās konstantes C2 = ak0 , C1=(ak1 –ak0cos(pk())/ sin(pk(), tn=n(,

pk=arccos(1-0.5(k(a ()2)/(.

           Analogi var atrast nepārtrauktās problēmas (4-6) analitisko atrisinājumu homogēnu  1.veida robežnosacījumu gadījumā, ja f(x,t)=0.

Tā ka īpašfunkcijas saglabājas, tad atrisinājumu meklē Furjē rindas formā

                               U(x,t) = 
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kur funkcijas bk(t) nosaka no 2.kārtas  DV bk”(t)=-a2(k2 bk(t) , kura vispārīgais atrisinājums ir formā 

                     bk(t) =C1sin((k t) +C2 cos((k t),                                  (6.26) 

kur (k=(k()/l un patvaļīgās konstantes C2 = ak(0),C1=ak’(0)/(k. Šeit 

ak(0), ak’(0) ir Furjē izvirzījuma koeficienti funkcijām g0(x), g1(x), t.i.

ak(0)=(g0,Xk), ak’(0)=(g1,Xk), kur (u.v) =
[image: image16.wmf]ò
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u(x) v(x) dx. Salīdzinot (24) un (26), redzam, ka pk jābūt tuvu (k, ja  diskretizācijas soļi ir mazi.


Apskatīsim piemēru, kad l=1,g0(x)=1/8sin((x), g1(x)=0,a=1, h=(=1/10, t=0.4 (N=10). Viegli var reddzēt, ka U(x,t)=1/8sin((x)cos((t), bet

ujn= a1nX1(xj),kur a1n var noteikt no (24)ar a11=1/(8
[image: image17.wmf]2

), 

a10=1/(8
[image: image18.wmf]2

)(1-((()2/2), (1=4/h2 sin2((h/2). Realizējot šo piemēru ar MATLAB programmu “stg3”

% u_tt = u_xx, 0- robēznosacījumi

%u(x,0)=1/2(sin(px)), u_t(x,0)=0, analitiskās %formulas

function stg3(N)

t=0.4;

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;a=1;tau=h;

x=linspace(0,1,N+1); 

l1=4/h^2*(sin(pi*h/2))^2;

p1=1/tau*acos(1-l1/2*tau^2);

a0=1/8; a1=a0*(1-(tau*pi)^2/2);

c2=a0; c1=(a1-a0*cos(p1*tau))/sin(p1*tau);

u1=(c1*sin(p1*t)+c2*cos(p1*t))*sin(pi*x);u1(6)

pr=1/8*sin(pi*x)*cos(pi*t);pr(6)

plot(x,u1,'ko',x,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('2.kār.DS,formulas t=%4.2f,a=%4.2f',t,a))

legend('tuv. atr.','prec.atr.')

 iegūstam u64=0.0385, U(0.5, 0.4) =0.0386, t.i. atšķirība tikai 4.tā zīmē aiz komata (skat grafiku)
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Ja mēs šo piemēru realizējam ar izmainītu programmu “ stg2(10)”, kur 2.sākuma nosacījums (6) (g1=0) tiek realizēts caur DS (17) formā uj-1=uj1,

t. i. 

% u_tt =a^2 u_xx, 0- robēznosacījumi

%u(x,0)=1/8(sin(px)), u_t(x,0)=0 DS2.kārtas aproks.

function stg2(N)

m=4;tau=1/10;

N2=N-1;N3=N2-1;N1=N+1;h=1/N;a=1;

x=linspace(0,1,N+1); x=x(2:N)';

B1=zeros(N2,N2);

B1=B1+diag(-2*ones(N2,1))+diag(ones(N3,1),-1). . . +diag(ones(N3,1),1);

B1=B1*(a/h)^2;g0=1/8*(sin(pi*x));

u2=g0;t=tau;e1=eye(N2,N2);

u1=(e1+0.5*tau^2*B1)*g0;

for k=2:m

 t=t+tau; u3=u1;  

 u1=(2*e1+tau^2*B1)*u1-u2; u2=u3;

end
pr=1/8*sin(pi*x)*cos(pi*t);u1(5),pr(5)

plot([0;x;1],[0;u1;0],'ko',[0;x;1],[0;pr;0],'k*')

grid on

title(sprintf('2.kār.DS,t=%4.2f,a=%4.2f',t,a))

legend('tuv. atr.','prec.atr.')

tad iegūstam precīzo atrisinājumu (u64= U(0.5, 0.4) =0.0386). 


Rezultātus var sakārtot tabulā (simetrijas dēļ apskata tikai segmentu [0,1/2]):

	T
	x=0.1
	x=0.2
	x=0.3
	x=0.4
	x=0.5

	0.1
	0.0367
	0.0699
	0.0962
	0.1131
	0.1189

	0.2
	0.0312
	0.0594
	0.0818
	0.0962
	0.1011

	0.3
	0.0227
	0.0432
	0.0594
	0.0699
	0.0735

	0.4
	0.0119
	0.0227
	0.0312
	0.0368
	0.0386


Ja t=0.5, tad tuvinātais atrisinājums ir  nulli ar precizitāti līdz 10-16.

Ar programmu “stg3(10)” šī nulle ir tikai ar precizitāti līdz 10-4.

6.4 Divu 1.kārtas PDV sistēma.

Homogēno 2.kārtas PDV (4) periodisku robežnosacījumu 

gadījumā var sadalīt par divu 1.kārtas PDV sistēmu 

                                  pt=aqx, qt=apx,                                                (6.27)

kur p=aUx, q=Ut. 


Apskatīsim atklāto 2.kārtas aproksimācijas DS telpā 

(pjn+1-pjn)/( =a(qj+1n-qj-1n)/(2h), (qjn+1-qjn)/( =a(pj+1n-pj-1n)/(2h).         (6.28)

Lietojot Furjē analīzi  

        pjn=(1n exp(2ijw), qjn=(2n exp(2ijw), w([-(/2,(/2]                  (6.29)

iegūstam pārejas matricu G=(
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iCFLsin(2w), t.i. |(| >1 un fon Neimaņa stabilitās kritērijs |(|(1 nav spēkā, tātad DS (28) ir absolūti nestabila.


Izmainot 2. vienādojumu 
(DS paliek atklāta), iegūstam

(pjn+1-pjn)/( =a(qj+1n-qj-1n)/(2h), (qjn+1-qjn)/( =a(pj+1n+1-pj-1n+1)/(2h),      (6.30)

ar pārejas matricu G= 
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, kuras īpašvērtības apmierina kvadrātvienādojumu (2 –(2-(CFLsin(2w))2) ( +1 =0. Vienādojuma saknes ir vienības riņķī  |(|(1, ja (CFLsin(2w))2 ( 4, vai

                                    CFL ( 2.                                                      (6.31)


Apskatīsim vēl šādu atklāto DS

(pjn+1-pjan)/( =a(qj+1n-qj-1n)/(2h), (qjn+1-qjan)/( =a(pj+1n-pj-1n)/(2h),      (6.32)

kur pja=(pj+1+pj-1)/2, qja=(qj+1+qj-1)/2. Pārejas matricas
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iCFLsin(2w), t.i. |(|2=cos2(2w) + (CFL sin(2w))2 ( 1, ja 

                                   CFL ( 1.                                                       (6.33)

 Ievērojot, ka p=aUx, q=Ut, iegūstam šādus sākuma nosacījumus:

                      p(x,0)= ag’0(x), q(x,0)= g1(x).                                   (6.34)

 Sastādīsim MATLAB programmu “stg4(N)”, kas realizē DS (32), ja 

g0(x)=sin(2(x), g1(x)=0,a=1,h=(=1/10,t=0.4 (N=10), precīzais atrisinājums U(x,t)=sin(2(x)cos(2(t), p(x,t)=2( cos(2(x) cos(2(t), 

q(x,t)=-2(sin(2(x)sin(2(t):

% p_t =a q_x,q_t=ap_x, periodiskie robežnosacījumi

%u(x,0)=sin(2px),u_t(x,0)=0,p(x,0)=2pcos(2px),

%q(x,0)=0, DS (6.32)

function stg4(N)

m=4;tau=1/10;

N2=N-1;N3=N2-1;N1=N+1;h=1/N;a=1;

x=linspace(0,1,N+1);CFL=1; 

x=x(2:N1)';

B1=zeros(N,N);B2=zeros(N,N);

B1=B1+1/2*diag(ones(N2,1),-1) . . . +1/2*diag(ones(N2,1),1);

B2=B2-CFL/2*diag(ones(N2,1),-1) . . . +CFL/2*diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1/2;B1(N,1)=1/2;B2(1,N)=-CFL/2; B2(N,1)=CFL/2 ;

p0=2*pi*cos(2*pi*x);q0=zeros(N,1);

p1=p0;q1=q0;t=0;

for k=1:m

   t=t+tau;u1=p1;

   p1=B1*p1+B2*q1;

   q1=B1*q1+B2*u1;

end

prp=2*pi*cos(2*pi*x)*cos(2*pi*t);

prq=-2*pi*sin(2*pi*x)*sin(2*pi*t);

p1(4),q1(4), prp(4),prq(4) 

plot(x,p1,'ko',x,q1,'k*',x,prp,'k:',x,prq,'k-')

grid on

title(sprintf('2 vdj.sist.DS, . . .
t=%4.2f,CFL=%4.2f',t,CFL)) 
legend('tuv. atr.p','tuv. . . . atr.q','prec.atr.p','prec.atr.q' )

Šeit DS (32) tiek pārrakstīta vektoriālā formā

pn+1= B1pn +B2 qn, qn+1=B1qn+ B2pn, kur B1,B2 ir N-kārtas cikliskas matricas,

pn, qn – vektori kolonas. Palaižot programmu, iegūstam p(0.4,0.4)=4.1124,

q(0.4,0.4)=-2.1708, kas pilnīgi sakrīt ar tuvināto atrisinājumu.
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Tā kā du =pdx, tad uj = ½(pj + pj+1)h visiem n.

6.5 Harakteristiku metode .

Apskatīsim vispārīgo PDV (1), kur (3) ir 2 harakteristikas. Tad

ievērojot, ka  gar šīm raksturlīknēm dp=px dx + pt dt, dq=qx dx + qt dt, 
un izslēdzot px, qt  PDV (1) var pārrakstīt formā

Adp/dx dt/dx +C dq/dx +F dt/dx =0 vai 

                         A dt/dx dp + C dq +F dt=0,                                  (6.35)

kur  p=Ux, q=Ut. Pārrakstam (3)  divu līkņu formā  

                                 dt/dx=f, dt/dx=g.                                           (6.36)

 Ja līkne ( nav harakteristika, tad uz tās var uzdot sākuma nosacījumus t.i. zināmās funkcijas u, p, q  vērtības. 

Pieņemsim, ka P un Q ir 2 punkti uz  (, caur kuriem  iet līknes (36) (viena caur punktu P, otra caur Q) un tās abas krustojas plaknes punktā R(xR,tR), uz kuru tiek pārnesti sākuma nosacījumi. Uz līknes lokiem PR un QR aizstājam (36) ar diferencēm

                                tR-tP=fP(xR- xP), tR-tQ=gQ(xR- xQ),                     (6.37)

no kurām var noteikt krustpunkta R koordinātes. Analogi (35) var aproksimēt ar formulām

  AP fP (pR- pP) + CP(qR-qP) + FP(tR- tP) = 0,

  AQ gQ (pR- pQ) + CQ(qR-qQ) + FQ(tR- tQ) = 0.                                    (6.38)

No šiem vienādojumiem var noteikt pR, qR. Beidzot no vienādojuma  dU=pdx+qdt diskrētās formas 

               uR-uP= ½(pP +pR)(xR-xP) +½(qP+qR)(tR-tP)                            (6.39)

var noteikt pirmo tuvinājumu uR  atrisinājumam U(xR,tR) .Kvazilineāram PDV (1) iterācijas procesu var atkārtot, ņemot (37,38) f,g,A,C,F vietā to aritmētiskās vidējās vērtības starp doto vērtību punktos P vai Q un starp iegūto vērtību punktā R, piemēram, vienādojumā (37) fP vietā ½(fP+fR) utt.

Šādu iterācijas procesu var turpināt un parasti tas konverģē ātri.


Apskatīsim kā piemēru  nelineāru PDV (1) ar A=1,B=0,C=U2,F=0.  Uzdosim sākuma nosacījumus (6) uz līnijas t=0 formā g0=0.2+5x2,

q=g1=3x, p=10x. No (3) seko, ka f=U, g=-U. 

Izvēlamies P=P(0.2,0), Q=Q(0.3,0). Tad tQ=tP=0, fP=0.4, gQ=-0.65, pP=2.0, pQ=3.0, uP=0.4, uQ=0.65, qP=0.6, qQ=0.9, CP=-0.16, CQ=-0.4225. 

No (37) seko tR=0.4(xR- 0.2), tR=-0.65(xR-0.3),t. i. iegūstam  xR=0.26190, tR=0.024762. 

No(38) seko     0.4(pR-2.0)-0.16(qR-0.6)=0, -0.6(pR-3.0)-0.4225(qR-0.9)=0, no kurienes pR=2.45524, qR=1.73810.  

No (39) iegūstam pirmo iterāciju uR=0.56684.

Otrajai iterācijai fR=-gR=uR=0.56684, CR=-uR2=-0.32131.

 No (37),(38), ņemot vidējās vērtības seko tR=0.026938, xR=0.25572, pR=2.53117, qR=1.66700, bet no (39) iegūstam 2.iterāciju uR=0.55677. Nākošā iterācijā iegūstam

 tR=0.02668, xR=0.25578, pR=2.52876, qR=1.67637,  uR=0.55667. 

Ar 4. iterāciju var iegūt uR=0.55666, t.i. sakrīt 5 decimālās zīmes.


PDV (4), A= a2,B=0, C=-1 un  no (3) seko, ka f=1/a, g=-1/a, t.i. harakteristikas ir taisnes x 
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at = const.


Ja funkcija U apmierina kvazilineāru 1.kārtas PDV

                                AUx +BUt +C=0,                                            (6.40)

tad  harakteristikas nosaka DV

                                      dx/A = dt/B                                               (6.41)

un U gar harakteristiku nosaka sakarība

                                        dx/A = -dU/C.                                          (6.42)         

Piemēri.

1. Ja PDV  Ux +2x Ut =x +t  ar U(x,0)=0 ir zināma atrisinājuma vērtība

U(2,1) =- 4/3, tad harakteristikas vienādojums, kas iet caur punktu R(2,1) ir

t=x2-3  un gar šo līkni  U=
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(x+t) dx =
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(x+x2-3)dx =x2/2 +x3/3 –3x +const, kur const =2
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-1.5=1.9641 (ja t=0, tad x=
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 bet U=0). 

2.Atradīsim  PDV    xUx+ UUt= x+t  atrisinājumu U punktā R(1.1,t) uz harakteristikas, kas arī iet caur punktu P(1,0), kur U(x,0)=1.
Tā kā Udx = xdt un (x+t)dx=xdU, tad aizstājot koeficientus ar vidējām vērtībām, iegūst 2 vienādojumu sistēmu ½(U+U0)(x-x0) = ½(x+x0)(t-t0),

½(x+x0 +t+t0)(x-x0) = ½(x+x0)(U-U0), kur x0=U0=1, t0=0, x=1.1. Atrisinot

šo sistēmu iegūstam t=0.10023, U=1.105.

6.6 Uzdevumi.

1) Atrisināt homogēno PDV (4), ja U(0,t)= U(1,t)=0, g0(x)=1/2x(1-x), g1=0,

      CFL=1, (=h=1/10, lietojot DS (32), kurā, ja  j=0, pieņemot, ka p1n=p-1n,    

     var noteikt p0n. Precīzais atrisinājums ir
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2) Atrisināt homogēno PDV (4), ja U(0,t)= U(1,t)=0, g0(x)=1/2x(1-x), g1=0, CFL=1, (=h=1/10, lietojot DS (30).

3) Atrisināt homogēno PDV (4), ja U(0,t)= U(1,t)=0, g0(x)=1/2x(1-x), g1=0,

    CFL=1, (=h=1/10, lietojot DS (17).

4) Atrisināt homogēno PDV (4), ja U(0,t)= U(1,t)=0, g0(x)=1/2x(1-x), g1=0,

      CFL=1, (=h=1/10, lietojot DS: 

         qjn+1 – qjn =CFL(pj+1/2n - pj-1/2n), pj-1/2n+1 – pj-1/2n =CFL(qjn+1 - qj-1n+1). 

5) Pierādīt 4.piemēra DS stabilitāti.

6)  Atrisināt homogēno PDV (4), ja U(0,t)= U(1,t)=0, g0(x)=1/2x(1-x), g1=0,

      CFL=1, (=h=1/10, lietojot DS: 

        qjn+1 – qjn-1 =CFL(pj+1n - pj-1n), pjn+1 – pjn-1 =CFL(qj+1n - qj-1n).

7) Pierādīt 6 .piemēra DS stabilitāti.

8) Ar harakteristiku metodi atrisināt PDV Uxx+Uxt – 2Utt +1 =0, g0=g1=x 

    (6), ja uz x-ass ir izvēlētas 3 vērtības 0.4,0.5 un 0.6.

9) Ar harakteristiku metodi atrisināt PDV Uxx+(1-2x)Uxt +(x2-x-2)Utt  =0, g0=x, g1=1 (6), ja uz x-ass ir izvēlētas 3 vērtības 0.4,0.5 un 0.6.

10) Parādīt, ka  DS (17) aproksimācijas kļūda ir O(h2+(2).

11) Pārbaudīt skaitliski, ka DS (18) stabilitātes nosacījums (21) ir būtisks.

12) Pārbaudīt skaitliski, ka DS (18) stabilitātes nosacījums (21) ir būtisks.
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