7.       Robežproblēmu eliptiska tipa PDV  

                   skaitliskā analīze 

Eliptiskā tipa PDV (6.1) (B2-AC<0) vienkāršākais pārstāvis plaknē 

(x,y) ir Puasona vienādojums  

                                 Uxx+ Uyy =f(x,y),                                                  (7.1)

kur U=U(x,y)-nezināmā funkcija, f=f(x,y)- zināma funkcija. Piemēram, PDV  (1) ir  stacionārais stacionārais siltuma vadīšanas vienādojums, kas darbojas 2D slēgtā apgabalā – taisnstūrī (={(x,y): x((0,l), y((0,L)}, U(x,y)- temperatūras sadalījums šajā apgabalā, f(x,y)- siltuma (aukstuma) avotu funkcija. Ja f(x,y)=0, tad iegūstam Laplasa vienādojumu.


Lai funkciju U viennozīmigi noteiktu, tad uz slēgtā apgabala ( robežas S ir jāuzdod robežnosacījumi, t.i. viens no tālāk apskatāmajiem veidiem ((x,y)(S):

1) 1.veida - U(x,y)=((x,y) (Dirihlē nosacījumi),

2) 2.veida – dU(x,y)/dn =((x,y) (Neimaņa nosacijumi),

3) 3.veida – dU(x,y)/dn  +((x,y) U(x,y)=((x,y (Robina nosacījumi),

4)  periodiskuma nosacījumi un citi.

Šeit d/dn ir normālais atvasinājums uz S ārējās normāles n virzienā, ((x,y), ((x,y) >0- zināmas funkcijas. 


Vispārīgāka eliptiska tipa PDV kopā ar konvektīviem  locekļiem forma ir

                             Uxx+ Uyy + a1Ux +a2Uy  =f,                                        (7.2)

kur koeficienti  a1,a2 ir dotas funkcijas (tālāk piņemsim, ka tie ir konstanti). 


7.1 Diskrētās 1D problēmas (taišņu metode) Puasona 

                                       vienādojumam.


Izvēlēsimies taisnstūrī ( vienmērīgu  režģi ar soļiem h,h1, t.i. mezglu punktus (xj,yk), kur xj=jh, ,yk=kh1 ,j=0(1)N, k=0(1)M, Nh=l, Nh1=L. 

Vispirms apskatīsim 1D diskretizāciju Ox ass virzienā (xj=jh), atstājot neatkarigo mainīgo y nepārtrauktu (taišņu metode), t.i. iegūstam parasto DV sistēmu. Ja Uxx aproksimē ar 2.kārtas centrālo diferenci d2uj mezglu punktā xj, tad periodisku robežnosacījumu gadījumā U(x+l,y)=U(x,y) (periods l), iegūstam DV sistēmu

uj”(y)=-(uj-1(y) – 2uj(y) + uj+1(y))/h2 +f(xj,y), j=1(1)N, u0=uN,uN+1=u1, (7.3)

kur f arī ir x-periodiska funkcija, uj(y) ir U(xj,y) tuvināta vērtība. Pievienojot DS (3)  segmenta [0,L] galos 1.veida robežnosacījumus  uj(0)= (1(xj), uj(L)=(2(xj) (kuri arī ir periodiski ar periodu l), iegūstam robežproblēmu 2.kārtas DV sistēmai (3). Ievedot N-kārtas vektorus-kolonas 

u(y)=(u1(y), . . .,uN(y))T, f(y)=(f(x1,y), . . ., f(xN,y))T, (1=((1(xj), . . ., (1(xj))T, (2=((2(xj), . . ., (2(xj))T robežproblēmu DV sistēmai var pārrakstīt vektoriālā formā

           u”(y) +A u(y) =f(y), u(0)=(1, u(l)= (2,                                (7.4)

kur A ir standarta 3-diagonālmatrica (skat. 6.nod.).

Šīs problēmas analitiskais atrisinājums ir formā 

u(y)=sh-1(A1L) (sh(A1(L-y) (1 + sh(A1y)(2 – A1-1 
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K(s,y)f(s)ds,  (7.5)  

kur A1=(-A)1/2 , K(s,y)={sh(A1s)sh(A1(L-y)), ja 0( s( x un 

sh(A1y)sh(A1(L-s)), ja x( s ( L} ir matricas-funkcijas. 

Ja periodiskie nosacījumi ir arī doti y ass virzienā (ar periodu L), t.i.

u(0)=u(L), u’(0)=u’(L), tad DV (4) atrisinājums ir

                      u(y)=-0.5 A1-1 sh-1(A1L/2) 
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K(s,y) f(s) ds,                   (7.6)

kur K(s,y)={ch(A1(L/2–y +s)), ja 0( s( x un ch(A1(L/2 +y –s)), ja x( s ( L}.

 Izvēlēsimies par problēmas (1), ja f=0, l=L=1, (1=0, (2(x)=cos(2(x) sh(2(),

atrisinājumu U(x,y)=cos(2(x) sh(2(y) un salīdzināsim to ar tunināto atrisinājumu (5), kurš iegūts ar DS (3). Šajā nolūkā sastādam MATLAB programmu “puas1(N)”:

% u_yy= -u_xx, periodiskie robežnosacījumi pa x

%u(x,0)=0,u(x,1)=cos(2px)sinh(2p),DS pa x ar 2.kār.

function puas1(N)

 N1=N+1;N2=N-1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N1); y=0.5;

B1=zeros(N,N);

B1=B1-2*diag(ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1) . . . +diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1;B1(N,1)=1; 

B1=B1/(h^2);

g0=cos(2*pi*x)*sinh(2*pi);

g0=g0(2:N1);

pr= cos(2*pi*x)*sinh(2*pi*y);

B2=sqrtm(-B1); B5=B2^2;B3=funm(B2,'sinh');B4=funm(B2*y,'sinh');

B=inv(B3)*B4;u1=[0;B*g0'];

ko=N/2; pr(ko),u1(ko)

plot(x,u1,'k.',x,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('centr. DS,y=%4.2f,h=%4.2f',y,h))

legend('centr. DS', 'prec. atr.')

Ja N=10, y=0.5, iegūstam grafiku (U(0.5,0.5)=-11.5487 , u5(0.5)=-12.1557):
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Palielinot N precizitāte lēni aug: viduspunktā j=N/2, kur precīzā vērtība ir –11.5487 iegūstam šādus tuvinājumus - 12.1157(N=10),

-11.6982(N=20), -11.6150(N=30), -11.5859(N=40),-11.5725(N=50), 

-11.5616(N=60),-11.5609(N=70) un –11.5547(N=100). Rezultāti, ja N=100

redzami sekojošā grafikā:
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Attiecīgi modelējot periodiskos nosacījumus abos virzienos, izvēlamies par 

atrisinājumu 

           U(x,y)=cos (2(x) cos(2(y), kurš apmierina nehomogēno PDV (1) ar

labo pusi f(x,y)= -8 (2 cos (2(x) cos(2(y). Izskaitļojot tuvināto atrisinājumu

pēc formulas (6) iegūstam

                                     u(y)=8(2 cos(2(y)(A12+4(2E)-1  g,                   (7.7)

kur g=(cos(2(x1), . . ., cos(2(xN))T- vektors-kolona. Aprēķinot ar MATLAB

programmu “puas2(N)”

% u_yy= -u_xx, periodiskie robežnosacījumi pa xun y

%u(x,y)=cos(2px)cos(2py)-prec.atrs.,DS pa x 2.kārtu

function puas2(N)

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1); y=0.5;

x=x(2:N1)';

B1=zeros(N,N);

B1=B1-2*diag(ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1) . . .
+diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1;B1(N,1)=1; 

B1=B1/(h^2);

e1=eye(N);

pr= cos(2*pi*x)*cos(2*pi*y);

B2=sqrtm(-B1);B5=B2^2;B3=inv(B2^2+4*pi^2*e1);

B=8*pi^2*B3;det(B1);u1=B*pr;

ko=N/2; pr(ko),u1(ko)

plot(x,u1,'k.',x,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('Period. abos virz.DS pa x,y=%4.2f,h=%4.2f',y,h))

legend('centr. DS', 'prec. atr.')

ja N=10, y=0.5 iegūstam (U(0.5,0.5)=1.0000 , u5(0.5)=1.0165):
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Palielinot N precizitāte lēni aug: viduspunktā j=N/2, kur precīzā vērtība ir 1.000 iegūstam šādus tuvinājumus - 1.0165(N=10), 1.0041(N=20), 1.0018(N=30) un 1.0007(N=50).


Lietojot 4.kārtas aproksimācijas formulas atvasinājuma Uxx aproksimācijai, iegūstam DV sistēmu

uj”(y)=-(-1/12 uj-2(y) +4/3  uj-1(y) – 5/2 uj(y) + 

                                    4/3 uj+1(y) -1/12 uj+2(y) )/h2+f(xj,y).            (7.8)

Aprobējot iepriekšējo atrisinājumu (5)  ar izmainītām MATLAB komandām

programmā “puas1”

B1=B1-1/12*diag(ones(N2-1,1),2)+4/3*diag(ones(N2,1),1)...

-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2)+4/3*diag(ones(N2,1),-1)-5/2*diag(ones(N,1));

B1(1,N)=4/3; B1(N,1)=4/3;B1(1,N2)=-1/12; B1(2,N)=-1/12;

B1(N,2)=-1/12; B1(N2,1)=-1/12;

iegūstam viduspunktā j=N/2, kur precīzā vērtība ir –11.5487 šādus tuvinājumus - 11.5790(N=10), -11.5491(N=30), -11.5488(N=50).

Analogi formulas (7) gadījumā, precīzā vērtība 1.0000 tiek tuvināta šādi: 1.0008(N=10), 1.0001(N=20), 1.0000(N=30). 

Redzam, ka 4.kārtas aproksimācijas formulas ir daudz precīzākas.

Aprēķinot atrisinājumu atkarīgu no x un y,  kur arī y vektors-kolona  

 (y1, y2​, . . .,yN))T, yk=kh, h=1/N (l=L=1), veidojam MATLAB programmu

“puas3(N)” 

% u_yy= -u_xx, period. robežn. pa x, virsma

%u(x,0)=0,u(x,1)=cos(2px)sinh(2p),DS pa x ar 2.kār.

function puas3(N)

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1);

y=linspace(0,1,N+1); 

x=x(2:N1);y=y(2:N1)';

B1=zeros(N,N);

%B1=B1-1/12*diag(ones(N2-1,1),2)+4/3*diag(ones(N2,1),1)...

%-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2)+4/3*diag(ones(N2,1),-1)-5/2*diag(ones(N,1));

%B1(1,N)=4/3; B1(N,1)=4/3;B1(1,N2)=-1/12; B1(2,N)=-1/12;

%B1(N,2)=-1/12; B1(N2,1)=-1/12;

B1=B1-2*diag(ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1) +diag(ones(N2,1),1);

B1(1,N)=1;B1(N,1)=1; 

B1=B1/(h^2);e1=eye(N);

g0=cos(2*pi*x)*sinh(2*pi);

B2=sqrtm(-B1);B3=inv(e1-expm(-2*B2));

for iy=1:N

y1= y(iy,1);   

B4=e1-expm(-2*y1*B2);

B=expm((y1-1)*B2)*B3*B4;

u(:,iy)=B*g0';

end

X=ones(N,1)* x; Y=y*ones(1,N);

surfc(X,Y,u')

colormap(gray),

colorbar

xlabel('x'), ylabel('y'), zlabel('u')

view(135,45)

title(sprintf('Virsma, 2.kārt.DS,h=%4.2f',h))

Palaižot šo programmu ar N=10 (5), iegūstam virsmas grafiku:
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Atbilstoši noņemot programmā “ puas3” komentāru zīmes var iegūt grafiku 

4.kārtas aproksimācijai.


Lietojot formulas (6,7), sastādam MATLAB programmu “puas4(N)”:

% u_yy= -u_xx, periodiskie robežnosacījumi pa xun y

%u(x,y)=cos(2px)cos(2py)-prec atrs.,DS pa x,2.kārt.

function puas4(N)

N2=N-1;N1=N+1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1);

y=linspace(0,1,N+1);

x=x(2:N1);y=y(2:N1)';

B1=zeros(N,N);

B1=B1-1/12*diag(ones(N2-1,1),2) ...

+4/3*diag(ones(N2,1),1)...

-1/12*diag(ones(N2-1,1),-2)+ ...

4/3*diag(ones(N2,1),-1)-5/2*diag(ones(N,1));

B1(1,N)=4/3; B1(N,1)=4/3;B1(1,N2)=-1/12; 

B1(2,N)=-1/12;

B1(N,2)=-1/12; B1(N2,1)=-1/12;

%B1=B1-2*diag(ones(N,1))+diag(ones(N2,1),-1)

+diag(ones(N2,1),1);

%B1(1,N)=1;B1(N,1)=1; 

B1=B1/(h^2);e1=eye(N);

B2=sqrtm(-B1);B3=inv(B2^2+4*pi^2*e1);

B=8*pi^2*B3;

for iy=1:N

y1=y(iy,1);

g0=cos(2*pi*x)*cos(2*pi*y1);

u(:,iy)=B*g0';

end

X=ones(N,1)* x; Y=y*ones(1,N);

surfc(X,Y,u'),colormap(gray),colorbar

xlabel('x'), ylabel('y'), zlabel('u')

view(135,45)

title(sprintf('Period. abos virz., 4.kārt.DS,h=%4.2f',h))

Palaižot šo programmu ar komandu “puas4(20)”, iegūstam  4.kārtas aproksimācijas periodisko virsmas grafiku. Ja programmā noņem komentāru zīmes, tad varam iegūt analogu virsmu 2.kārtas aproksimācijai.


Apskatot  1.veida  homogēnos robežnosačijumus x-ass virzienā, diferenču vienādojumi (3) saglabā savu formu, ja u0=uN=0. Izvēlēsimies par problēmas (1) ( f=0, l=L=1, (1=0, (2(x)=sin((x) sh(())

atrisinājumu U(x,y)=sin((x) sh((y) un salīdzināsim to ar tuvināto atrisinājumu (5), kur martica A ir standarta 3-diagonālmatrica {1,-2,1}/h2.   Modificējot mazliet MATLAB programmu “puas1(N)”, iegūstam :
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% u_yy=-u_xx, 1.veida homog.robežnosacījumi pa x

%u(x,0)=0, u(x,1)=sin(px)sinh(p),DS pa x ar 2.kārtu

function puas1(N)

N2=N-1;N1=N+1;N3=N2-1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1);

x=x(2:N)';y=0.5;B1=zeros(N2,N2);

B1=B1-2*diag(ones(N2,1))+diag(ones(N3,1),-1) . . .
+diag(ones(N3,1),1);

B1=B1/(h^2);e1=eye(N2);

g0=sin(pi*x)*sinh(pi);

pr= sin(pi*x)*sinh(pi*y);

B2=sqrtm(-B1);B3=inv(e1-expm(-2*B2));

B4=e1-expm(-2*y*B2);B=expm((y-1)*B2)*B3*B4;

u1=B*g0;ko=N/2; pr(ko),u1(ko)

plot([0;x;1],[0;u1;0],'k.',[0;x;1],[0;pr;0],'k*')

grid on

title(sprintf('2.kārtas DS, 1.v.robežn,h=%4.2f',h))

legend('centr. DS', 'prec. atr.')

Ja y=0.5, tad viduspunktā x=0.5 precīzā U vērtība ir 2.3013, bet tuvinātās u atbilstoši 2.3149(N=10), 2.3047(N=20), 2.3028(N=30), 2.3022(N=40),

2.3018(N=50), 2.3014(N=100). Grafiks ir sekojošs (y=0.5, N=10):

[image: image12.emf]
Atbilstošā modificētā programma “puas3” virsmas zīmēšanai ir

% u_yy=-u_xx, 1.veida homog. robežnosacījumi pa x

%u(x,0)=0, u(x,1)=sin(px)sinh(p),DS pa x ar 2.kārtu

function puas3(N)

N2=N-1;N1=N+1;N3=N2-1;h=1/N;

x=linspace(0,1,N+1);

y=linspace(0,1,N+1);

x=x(2:N);

y=y(2:N)';B1=zeros(N2,N2);

B1=B1-2*diag(ones(N2,1))+diag(ones(N3,1),-1) . . . +diag(ones(N3,1),1);

B1=B1/(h^2);e1=eye(N2);g0=sin(pi*x)*sinh(pi);

%pr= sin(pi*x)*sinh(pi*y);

B2=sqrtm(-B1);B3=inv(e1-expm(-2*B2));

for iy=1:N2

y1=y(iy,1);B4=e1-expm(-2*y1*B2);

B=expm((y1-1)*B2)*B3*B4;u(:,iy)=B*g0';

end
X=ones(N2,1)* x; Y=y*ones(1,N2);

surfc(X,Y,u'),colormap(gray),colorbar

xlabel('x'), ylabel('y'), zlabel('u'),view(135,45)

title(sprintf('Virsma,2.k.DS,1.v.rob.,h=%4.2f',h))

%legend('centr. DS', 'prec. atr.')

Atbilstošs grafiks ir (N=10)
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7.2 Diskrētā 2D 5-punktu šablona problēma  Puasona 

                                       vienādojumam.


Tālāk izvēlēsimies vienmērīgu režģi arī y-ass virzienā. Vienkāršibas labad, pieņemsim, ka apskatāmais apgabals ir vienības kvadrāts un mezglu punktu skaits abos virzienos ir vienāds (M=N), kā arī h1=h.

Vispārējā  2.kārtas aproksimācijas DS ir formā

(uj-1,k – 2uj,k + uj+1,k)/h2 + (uj,k-1 – 2uj,k + uj,k+1)/h12=f j,k,                  (7.9)

kur uj,k aproksimē U(xj,yk), fj,k=f(xj, yk), j=0(1)N, k=0(1)M. 

Analogus diferenču vienādojumus var uzrakstīt 4.kārtas aproksimācijai.


Ja ir doti 1.veida robežnosacījumi, tad vienādojumu sistēmā (9) nezināmo skaits ir S=(N-1) x (M-1), periodiskuma gadījumā- S=NxM, 

bet 2. vai 3.veida robežnosacījumiem S=(N+1)x (M+1). Tātad (9) kopā ar robežnosacījumiem ir liela algebriska vienādojumu sistēma (AVS) formā

                          Au=F,                                                                     (7.10)

kur u un F ir S-kārtas vektori-kolonas, bet A ir blokveida S-kārtas matrica.         

Vektors F satur arī nehomogēno robežnosacījumu labās puses. 

Ja AVS (10) nezināmais vektors u ir sanumurēts vispirms indeka j augšanas secībā un pēc tam indeka k augšanas kārtībā, t.i. taisnstūrī ( no labās puses uz kreiso  (x-ass virzienā) un pēc tam uz augšu (y-ass virzienā), tad matricai A 1.veida robežnosacījumu gadījumā ir 5-diagonālmatricas forma, kurā pa diagonāli atrodas skaitā (M-1) bloki- kvadrātiskas 3-diagonālmatricas ar kārtu (N-1). Šie bloki ir parastās 3-diagonālmatricas ar elementiem {1/h2, -2/h2-2/h12, 1/h2}. Pārējās 2 diagonāles, kas atrodas matricā A, ir attālumā N no galvenās diagonāles un satur elementus 1/h12. Periodiskuma gadījumā pa y-asi parādās vēl lielās matricas apakšējā krisajā un augšējā labajā stūrī papildus diagonāles ar garumu N. 
Apskatīsim periodiskas abos virzienos matricas A šablonu, ja N=5, M=3, lietojot MATLAB operatoru “spy(A)”(2.kārtas DS):
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Šai matricai determinants ir –1.934 1011 , ||A||inf=0.8442 un nenulles elementu skaits nz=75. 


Risinot AVS (10) ar lielu kārtu matricām A , kurās ir daudz nuļļu, jāizmanto retināto matricu (RTM) īpašības.

7.3 Lielu AVS skaitliska risināšana, lietojot MATLAB retināto matricu

                                         algoritmus.

 
Apskatīsim dažus MATLAB operatorus, kurus lietosim turpmāk:

1) E=spey(N)- veido N-kārtas vienības RTM,

2) B=sparse(A)- no pilnās matricas A veido RTM B,

3) B=spdiags(A,d,N,M)- veido RTM B ar izmēriem NxM, izvietojot matricas A  kolonas pa diagonālēm, kuru numuri ir norādīti   vektorā d, piemēram, operatori  e=ones(N,1), B=spdiags([e, –2*e, e], -1:1, N,N)- veido standarta 3-diagonālmatricu ar elementiem {1,-2,1},

4) A=full(B)- pārveido RTM B par pilnu matricu,

5) spy(B, markers, izmērs)- izvada matricas B šablonu ar doto markeru izmēriem,

6) nnz(A)- izdod matricas A nenulles elementu skaitu,

7) issparse(A)- pārbauda vai matrica A ir RTM,

8) B=c*sparse(diag(ones(NM,1),N)) – veido RTM B diagonāli ar elementiem c, kuras garums ir NM un kura atrodas attālumā N no galvenās diagonāles,

9) B=sparse (ai,aj,nzer,N,M)- veido RMT B no nenulles elementiem, kuri novietoti vektorā ”nzer”,kuru rindiņas un kolonu numuri ir novietoti atbilstoši vektoros “ai” un “aj”,

10) [ai,aj, nzer]=find(A); [N,M]=size(A); B=sparse(ai,aj,nzer,N,M),

11) B=reshape(A,n,m)- pārveido matricu A par B ar izmēriem nxm, ņemot A elementus pakāpeniski pa kolonām,

12) B=blkdiag (B,B1)- veido blokveida matricu, kura sastāv no 2 matricu  blokiem, ja B1=B (šo operatoru var izmantot ciklā),

13) [X,Y]=meshgrid(h:h:l, h1:h1:L)- veido 2D vienmērīgā režģa ar soļiem h, h1 mezglu punktu matricas X (xj- koordinātes ir novietota pa rindām),

Y (yk- koordinātes ir novietotas pa kolonām) ar izmēriem MxN (Nh=l, Mh1=L); lieto virsmu zīmēšanai ar operatoriem “ mesh(X,Y,Z), surf(X,Y,Z), surfc(X,Y,Z) u.c.”, kur Z=f(X,Y),

14) 13. punktu, ja f(x,y)=f1(x)f2(y), var realizēt arī šādi: 

       “ x=linspace(0,l,N+1);  y= linspace(0,L,M+1)’; x=x(2:N+1) ; 

        y=y(2:M+1); Z=f2(y)*f1(x); X=ones(M,1)*x; Y=y*ones(1,N), 

      surf(X,Y,Z) utt.” , 

15) “D=sparse(1:N,1:N,-2*ones(1,N),N,N); D1= sparse(2:N,1:N-1,  

       ones(1,N-1),N,N); B=D1+D+D1’ ”- veidoRTM, kas ir standarta 

      3-diagonālmatricu {1,-2,1},

16) “ e=ones(N,1); B=spdiags ([e, -2*e, e], -1:1,N,N); B(1,N)=1; 

        B(N,1)=1;”- formē  3-diagonālu periodisku RTM B.

Darbības ar RTM notiek tāpat kā ar pilnajām matricām, ieskaitot lineārās algebras operācijas ( \, inv(B), u.c.).

Lielu AVS (10) risināšanai RTM var lietot rindu efektīvas iterāciju metodes, kurās maksimālais iterāciju skaits ir min(NM,20) un relatīvā kļūda

pēc noklusēšanas 10-6 :

1) “  u=pcg(A,F)” – saistīto gradientu metode simetriskām pozetīvi 

      definētām matricām A ; ja lieto Hoļecka metodi “ R=cholinc(A,1e-3);

      pcg(A,F,1e-8, 10, R’,R)”,

2) “  u=bicg(A,F)” – bisaistīto gradientu metode ; ja lieto LU- metodi 

“ [L ,U]=luinc(A,1e-5); bicg(A,F,1e-6,20, L,U)”,

3) “  u=bicgstab(A,F)” – bisaistīto stabilizēto gradientu metode ,

   LU- metodi lieto tāpat,

4) “  u=cgs(A,F)” – saistīto kvadrātisko gradientu metode,    LU- tāpat,

5) “  u=gmres(A,F)” – vispārīgā minimālo nesaišu  metode ,

   LU- metodi lieto tāpat,

6)  “  u=qmr(A,F)” – kvazi minimālo nesaišu  metode,  LU- metodi lieto tāpat.

Precīzāku informāciju par AVS risināšanas metodēm var atrast MATLAB helpā.


Kā piemēru apskatīsim MATLAB programmu “ puasd(N,M)”, kas realizē algoritmu (9) periodisku robežnosacījumu gadījumā (abos virzienos),

Apskatot  PDV (1) precīzo atrisinājumu U(x,y)=cos(2(x)cos(2(y) vienības kvadrātā ar labo pusi f(x,y)=-8(2cos(2(x) cos(2(y). Zīmēsim ar šo programmu starpības uj,k-U(xj, yk) režģa NxM punktos, ja N=20, M=10.

%2.kārtas DS Puasona vienādojumam

function puasd(N,M)

l=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=l/N;

M2=M-1;M1=M+1;h1=L/M;NM=N*M;NM2=NM-N; 

x=linspace(0,l,N+1);y=linspace(0,L,M+1);

x=x(2:N1);y=y(2:M1)';

B=zeros(N,N);

B=B-(2/h^2+2/h1^2)*diag(ones(N,1))+ ...

1/h^2*diag(ones(N2,1),-1)+1/h^2*diag(ones(N2,1),1);

B(1,N)=1/h^2;B(N,1)=1/h^2; 

B1=sparse(B);B=B1;

for k=1:M2

   B=blkdiag(B,B1);

end

B=B +1/h1^2*sparse(diag(ones(NM2,1),N))+... 

   1/h1^2*sparse(diag(ones(NM2,1),-N)); 

B=B+1/h1^2*sparse(diag(ones(N,1),NM2))+... 

   1/h1^2*sparse(diag(ones(N,1),-NM2)); %spy(B,'.k',10);

f=-8*pi^2*cos(2*pi*y)*cos(2*pi*x);

f=reshape(f',NM,1);

u=B\f; 

%u=qmr(B,f);

u=(reshape(u,N,M))'; 

pr=cos(2*pi*y)*cos(2*pi*x);

u=u-pr;norm(u,inf)

X=ones(M,1)* x; Y=y*ones(1,N);

surfc(X,Y,u),colormap(gray),

colorbar

xlabel('x'), ylabel('y'), zlabel('u')

view(135,45)

title(sprintf('Period. abos virz., 4.kārt.DS,h=%4.2f,h1=%4.2f',h,h1))
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Redzam, ka maksimālā kļūda ir 0.02, starpības norma  sn=||u-U||inf=0.2703.

Ja operatoru “ u=B\f” aizvieto ar “ u= itm(B,f)”, kur “itm” ir kāda no iterācijas metožu nosaukumiem “ pcg, bicg, bicgstab, cgs, gmres, qmr”, tad

pēc dažām iterācijām iegūstam līdzīgu ainu ar sn= 0.2621. Lietojot operatoru

“u=inv(B)*f” kļūda pieaug sn=0.6855 (skat. grafiku).
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Programmu “puasd” var realizēt arī šādā variantā:

function puasd(N,M)

l=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=l/N;

M2=M-1;M1=M+1;h1=L/M;NM=N*M;NM2=NM-N; 

[X,Y]=meshgrid(h:h:l,h1:h1:L);
B=zeros(N,N);

B=B-(2/h^2+2/h1^2)*diag(ones(N,1))+ ...

1/h^2*diag(ones(N2,1),-1)+1/h^2*diag(ones(N2,1),1);

B(1,N)=1/h^2;B(N,1)=1/h^2; 

B1=sparse(B);B=B1;

for k=1:M2

   B=blkdiag(B,B1);

end

B=B +1/h1^2*sparse(diag(ones(NM2,1),N))+... 

   1/h1^2*sparse(diag(ones(NM2,1),-N)); 

B=B+1/h1^2*sparse(diag(ones(N,1),NM2))+... 

   1/h1^2*sparse(diag(ones(N,1),-NM2));

f=-8*pi^2*cos(2*pi*Y).*cos(2*pi*X);

f=reshape(f',NM,1);u=B\f;det(B) 

u=(reshape(u,N,M))'; pr=cos(2*pi*Y).*cos(2*pi*X);

u=u-pr;norm(u,inf),surfc(X,Y,u),colormap(gray),

colorbar

xlabel('x'), ylabel('y'), zlabel('u')

view(135,45)

title(sprintf('Period. abos virz.))

Rezultāti nemainās. Matricas A  20x10 šablons ir šāds:
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Apskatīsim piemēru ar periodiskiem nosacījumiem tikai x-ass virzienā, bet y-virzienā uzdodot 1.veida robežnosacījumus U|y=0=0, U|y=1=cos(2(x)sh(2() Laplasa PDV (1) ar f=0 (precīzais atrisinājums

U(x,y)=cos(2(x)sh(2(y) ). Izmainot programmu “puasd(N,M)” ar operatoriem

M3=M2-1;NM3=NM2-N;

y=y(2:M);
for k=1:M3

B=B  +1/h1^2*sparse(diag(ones(NM3,1),N))+... 

   1/h1^2*sparse(diag(ones(NM3,1),-N)); 

%B=B+1/h1^2*sparse(diag(ones(N,1),NM2))+... 

%1/h1^2*sparse(diag(ones(N,1),-NM2));
f=zeros(NM2,1);

f(NM3+1:NM2,1)=-cos(2*pi*x)'*sinh(2*pi)/h1^2;

u=B\f; 

u=(reshape(u,N,M2))';

pr=sinh(2*pi*y)*cos(2*pi*x);

u=u-pr;

X=ones(M2,1)* x; Y=y*ones(1,N);

Iegūstam ar N=30, M=40 šādu starpības grafiku:
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Ar datoru “ Pentium 3” izdevās 10 sek. laikā veikt aprēķinus ar N=100, M=100 (matricā A ir ap 50000 nenulles elementu), iegūstot maksimālo kļūdu 10-3. 


Ja N=5, M=4, tad iegūstam šādu matricas A šablonu:
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Pirmā veida robežnosacījumu gadījumā šis šablons ir sekojošā formā:

[image: image20.emf]
7.4 Diskrētās 2D augstākas kārtas aproksimācijas problēmas  Puasona 

                                       vienādojumam.


Vienas dimensijas gadījumā 4.kārtas aproksimācija (8) x-ass virzienā  tika iegūta ar 5-punktu šablona palīdzību. Diskretizējot Laplasa operatoru divās dimensijās arī y-ass virzienā ir iespējams iegūt 4.kārtas aproksimāciju, lietojot arī šaurāku šablonu. Šajā nolūkā novērtēsim aproksimācijas kļūdu

2.kārtas DS (9) (=dy2U + dx2U –f, lietojot Teilora rindu 5-punktu šablona centrālā mezglu punkta xj,k apkārtnē. Šeit dy2U , dx2U ir atbilstoši 2.kārtas centrālās diferences y-ass un x-ass virzienos. Iegūstam

( = h2/12 L12U+ h12/12 L22U +O(h4 +h14), kur L1U=Uxx, L2U=Uyy. No PDV 

(1) L1U+L2U=f seko, ka L12U=L1f – L1 L2U, L22U=L2f – L1 L2U. Tātad

(=h2/12 L1f + h12/12 L2f – (h2+h12)/12 L1 L2U + O(h4 +h14).

Ja aizstāj L1 L2U= dx2dy2U + O(h4 +h14), tad iegūstam 4.kārtas DS formā

                                 dx2u + dy2u +(h2+h12)/12 dx2dy2u =f*,             (7.11)

kur f*=f+ h2/12 L1f + h12/12 L2f. Izrakstot (11) indeksu formā, iegūstam

9-punktu šablona 4.kārtas aproksimācijas DS

1/6(5/h2-1/h​12)(uj-1,k + uj+1,k) +1/6(5/h12- 1/h2)(uj,k-1+uj,k+1) –5/3(1/h2+1/h12)uj,k
              +1/12(1/h2+1/h12)(uj-1,k-1+uj-1,k+1+uj+1,k-1+uj+1,k+1) =f*j,k.              (7.12)

Kvadrātiska režģa gadījumā (h=h1) šie diferenču vienādojumu ir

4(uj-1,k + uj+1,k+ uj,k-1+uj,k+1) –20uj,k+uj-1,k-1+uj-1,k+1+uj+1,k-1+uj+1,k+1 =6h2f*j,k.                

                                                                                                                (7.13)

Atzīmēsim, ka Laplasa PDV (f=0) DS (13) kvadrātiskā režģa gadījumā ir 6.kārtas aproksimācija, t.i. (=O(h6). 


Pētot DS (12) monotonitātes nosacījumus (5.17), iegūstam

                                   
[image: image3.wmf].
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DS (13) nosacījums (14) izpildās automātiski. 

Realizējot DS (12)_ar MATLAB iepriekšējai  5-punktu šablona DS jāpieskaita (h12=1/h2 +1/h12, j=1(1)N , k=1(1)M-1):

1) –h12/6(uj-1,k+uj+1,k), ievērojot, ka u0,k=uN,k, uN+1,k=u1,k,
2) +h12/3 uj,k ,

3) –h12/6(uj,k-1+uj,k+1), 

4) + h12/12(uj-1,k-1+uj+1,k-1), ievērojot, ka u0,k-1=uN,k-1, uN+1,k-1=u1,k-1,
5) + h12/12(uj-1,k+1+uj+1,k+1), ievērojot, ka u0,k+1=uN,k+1, uN+1,k+1=u1,k+1.
Realizējot programmā “puas9” analogu algoritmu iegūstam

%Laplasa PDV ar 6.kārtas DS(h=h1), periodiskie %nos.pa x, Puasona PDV 4.kārtas aproksimācija

%precizais atrisinājums U=cos(2pi x) sinh(2pi y)

function puas9(N,M)

l=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=l/N;

M2=M-1;M1=M+1;h1=L/M;NM=N*M;NM2=NM-N;

M3=M2-1;NM3=NM2-N;M4=M3-1;

x=linspace(0,l,N1);y=linspace(0,L,M1)';

x=x(2:N1); h12=1/h^2 +1/h1^2;

y=y(2:M);%1.veida nos

B=zeros(N,N);B2=zeros(N,N);B3=zeros(N,N);

B=B-(2/h^2+2/h1^2-h12/3)*diag(ones(N,1))+ ...

(1/h^2-h12/6)*diag(ones(N2,1),-1)+(1/h^2-h12/6) ... *diag(ones(N2,1),1);

B(1,N)=1/h^2-h12/6;B(N,1)=1/h^2-h12/6; 

B1=sparse(B);B=B1;

for k=1:M3

   B=blkdiag(B,B1);

end

B2=B2+(1/h1^2-h12/6)*diag(ones(N,1))+ ...

h12/12*diag(ones(N2,1),-1) ... +h12/12*diag(ones(N2,1),1);

B2(1,N)=h12/12;B2(N,1)=h12/12;

B1=sparse(B2);B2=B1;

   for k=1:M4

   B2=blkdiag(B2,B1);

   end

B(1:NM3, N1:NM2)=B(1:NM3, N1:NM2)+B2(1:NM3,1:NM3);

B(N1:NM2,1:NM3)=B(N1:NM2,1:NM3)+B2(1:NM3,1:NM3);

spy(B,'.k',10);

f=zeros(NM2,1);

f(NM3+1:NM2,1)=-cos(2*pi*x)'*sinh(2*pi)* ...
((1/h1^2-h12/6)+h12/6*cos(2*pi*h)) ;

u=B\f; 

u=(reshape(u,N,M2))';

pr=sinh(2*pi*y)*cos(2*pi*x);

u=u-pr;

X=ones(M2,1)* x; Y=y*ones(1,N);

figure

surfc(X,Y,u),colormap(gray),colorbar,

xlabel('x'), ylabel('y'), zlabel('u')

view(135,45)

title(sprintf('Period. x-virz., ... 4.un6.kārt.DS,h=%4.2f,h1=%4.2f',h,h1))

Ja N=M=4 iegūstam matricai A šādu šablonu:
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Palaižot šo programmu ar iepriekšējo piemēru un N= M=20 iegūstam lielu  precizitāti 10-5(skat. kļūdas grafiku)
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Šajā piemērā maksimālā kļūda atkarībā no N=M samazinās strauji:

0.2(N=4), 0.003(N=8), 0.00005(N=16). Toties, ja N(M kļūda ir lielāka, piemēram, ja N=8, M=10(vai otrādi), tad maksimālā kļūda ir 0.04. Šajā gadījumā aproksimācijas kārta ir tikai ceturtā.


 Aprobējot atrisinājumu U(x,y)=sin((x)sinh((y) (1.veida robežnosacījumi), pēc nelielas programmas izmaiņas iegūstam matricas A šalonu (N=M=4) un maksimālo kļūdu 10-4. Kļūda ļoti strauji samazinās, palielinoties N=M: 10-6(N=8), 10-8(N=16), bet , ja N=16 un M=8, tad tikai 10-4.

[image: image23.emf]
Skat. kļūdas grafiku, ja N=M=16:
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7.5 Diskrētā monotonā 2D  aproksimācijas problēma eliptiska tipa PDV

                      ar konvektīviem locekļiem.

Tālāk apskatīsim PDV (2) monotono Iļjina DS formā

                        (1dx2u +(2dy2u +a1dxu +a2dyu =f ,                              (7.15)

kur dxu, dyu ir centrālās 1.kārtas differences, (1=a1h/2 coth(a1h/2),

(2=a2h1/2 coth(a2h1/2) ir atbilstošie Iļjina koeficienti. Izrakstot DS (15) indeksu formā iegūstam

uj-1,k((11/h2-a1/(2h)) – 2((1/h2 + (2/h12) uj,k + uj+1,k ((1/h2 +a1/(2h1)) +

uj,k-1((21/h12-a1/(2h1))  + uj,k+1((21/h12+a1/(2h1)) =f j,k.                        (7.16)

Viegli no (5.17) seko, ka DS (16) ir monotona. Atbilstošā DS centrālajās diferencēs ((1= (2=1) ir monotona tikai tad, ja

                              max(|a1|h/2, |a2|h1/2) <1.                                    (7.17)

Uzdodot a1=-10,a2=10, f=0, U|x=0=U|x=1=0, U|y=0=0, 

U|y=1=exp(-a1x/2) sin((x), mēģināsim iegūt tuvināto atrisinājumu, lietojot MATLAB programmu “elipPDV(N,M)” ar dažādiem N un M.  Ar šādu robežnosacījumu var iegūt arī precīzo atrisinājumu, jo X1(x)= exp(-a1x/2) sin((x) ir diferenciālās  izteiksmes  -(X1”+ a1X1’) 1.īpašfunkcija ar īpašvērtību (1=a12/4 +(2 . Līdz ar to homogēnā PDV (15) atrisinājums ir formā                                     U(x,y)=X1(x) g(y),                           (7.18)

 kur funkcija g(y) apmierina DV robežproblēmu

   g”(y) +a2g’(y) - (1g(y)=0, g(0)=0, g(1)=1, t.i. 

g(y)=exp(m1(1-y))sinh(k1y)/sinh(k1), kur m1=a2/2, k1=((a2/2)2 +  (1)0.5. 

%Eliptisks  PDV ar 2.kārtas DS, 1.veida nos.

function elipPDV(N,M)

a1=10; a2=10;

l=1;L=1;N2=N-1;N1=N+1;h=l/N;

M2=M-1;M1=M+1;h1=L/M;NM=N2*M;NM2=NM-N2;

M3=M2-1;NM3=NM2-N2;M4=M3-1;N3=N2-1;

g1=a1*h/2*coth(a1*h/2);g2=a2*h1/2*coth(a2*h1/2);

%g1=1;g2=1;

x=linspace(0,l,N1);y=linspace(0,L,M1)';

x=x(2:N);l1=a1^2/4+pi^2; 

k1=sqrt(a2^2 +4*l1)/2;

m1=a2/2;

y=y(2:M);

B=zeros(N2,N2);B2=zeros(N2,N2);B3=zeros(N2,N2);

B=B-(g1*2/h^2+g2*2/h1^2)*diag(ones(N2,1))+ ...

   (g1/h^2-a1/2/h)*diag(ones(N3,1),-1)+...

   (g1/h^2+a1/2/h)*diag(ones(N3,1),1);

B1=sparse(B);B=B1;

   for k=1:M3

   B=blkdiag(B,B1);

end

B2=B2+(g2/h1^2+a2/2/h1)*diag(ones(N2,1));

B1=sparse(B2);B2=B1;

   for k=1:M4

   B2=blkdiag(B2,B1);

end
B3=B3+(g2/h1^2-a2/2/h1)*diag(ones(N2,1));

B1=sparse(B3);B3=B1;

   for k=1:M4

   B3=blkdiag(B3,B1);

end

B(1:NM3, N:NM2)=B(1:NM3, N:NM2)+B2(1:NM3,1:NM3);

B(N:NM2,1:NM3)=B(N:NM2,1:NM3)+B3(1:NM3,1:NM3);

%spy(B,'.k',10)

f=zeros(NM2,1);

f(NM3+1:NM2,1)=-(exp(-a1*x/2).*sin(pi*x))'

*(g2/h1^2+a2/2/h1) ;

u=B\f; 

u=(reshape(u,N2,M2))';

pr=(exp(m1*(1-y)).*sinh(k1*y)/sinh(k1))* ...
(exp(-a1*x/2).*sin(pi*x));

u=u-pr;max(max(abs(u)))

X=ones(M2,1)* x; Y=y*ones(1,N2);

figure,surfc(X,Y,u),colormap(gray),colorbar

xlabel('x'), ylabel('y'), zlabel('u')

view(135,45)

title(sprintf('1.veida ...

nos.,2.kārt.DS,h=%4.2f,h1=%4.2f',h,h1))


Ja N=M=4, tad iegūstam AVS (10) matricas A šablonu (skat. grafiku).

Izvadot atrisinājumu  starpību  maksimālās absolūtās vērtības  umax, atkarībā no N un M var pārbaudīt tuvinātā atrisinājuma precizitāti(N=M):

1) Iļjina DS--- umax=2.62(N=4), 0.79(N=8), 0.22(N=16), 0.14(N=20), 0.12(N=22), 0.10(N=24), 0.06(N=30);

2) centrālās diferencēs--- umax=4.44(N=4), 1.66(N=8), 0.40(N=16), 0.26(N=20), 0.21(N=22), 0.17(N=24), 0.11(N=30),0.06(N=40).

Kā redzam Iļjina DS ir precīzāka nekā centrālās diferences ((1= (2=1).
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 Izrādās, ka arī diskrētās problēmas atrisinājumu var atrast analitiski, jo lietojot Iļjina DS diferenču izteiksmei –((1dx2u + a1dxu), diskrētā funkcija 

X​1 arī ir 1.īpašfunkcija ar īpašvērtību 

         (d=2( / sinh(() (cosh(()-cos(k(h/l), k= l=1,                         (7.19)

kur (=a1h/2. Līdz ar to DS (16) atrisinājums ir formā

                                      uj,k=X1(xj) Gk,                                            (7.20)

kur Gk apmierina DS  -(dGk+(2dy2Gk +a2dyGk=0, k=1(1)N-1,

 G0=0, GN=1 (skat. H.Kalis “ Diferenciālvienādojumu tuvinātās risināšanas metodes”, Rīga, Zvaigzne, 1986). Atrisinot DS iegūstam

            Gk=exp(a2/2(L-kh1)) sinh(pkh1)/sinh(pL), kur k=1(1)M-1, L=1,

p=1/h1 acosh(((2+ (dh12/2) sinh((1)/(1). Salīdzinot atrisinājumus (18) un (20), redzam, ka atšķirība ir tikai funkciju   g(yk) un Gk vērtībām    (k=1(1)M-1. Sastādīsim programmu “salidz(N,M)”, kura aprēķina av= max(|g(yk)-Gk|) atkarībā no N, M (x-ass virzienā funkcijas X1(xj) vērtības sakrīt, neatkarīgi no N):

%Elipt. vdj. atkarība no y (spektra sal.)

function salidz(N,M)

M1=M+1;

l=1; L=1;y=linspace(0,L,M1);h=l/N;h1=L/M;

a1=-10; a2=10;l1=a1^2/4+(pi/l)^2;m1=a2/2;

k1=sqrt((a2/2)^2+l1);

a3=a1*h/2;lt=2*a3/sinh(a3)/h^2*(cosh(a3)-cos(pi*h/l));

a4=m1*h1;g2=a4*coth(a4);p=1/h1*acosh((g2+lt*h1^2/2)*sinh(a4)/a4);

pr=exp(m1*(L-y)).*sinh(k1*y)/sinh(k1);

tuv=exp(m1*(L-y)).*sinh(p*y)/sinh(p*L);

av=max(abs(tuv-pr))

plot(y,tuv,'ko',y,pr,'k*')

grid on

title(sprintf('Spektru salīdzināšana,h=%4.2f,h1=%4.2f,max=%6.4f',h,h1,av))

legend('Tuvinātais atr.','Prec. atr.')

  
Iegūstam šādas vērtības: av=0.0870(N=M=4), 0.0258(N=M=8), 0.0068(N=M=16), 0.0019(N=M=30),0.0011(N=M=40), 0.0007(N=M=50), 0.0002(N=M=100),0.0421(N=40, M=4), 0.0515(N=4,M=40). Redzam, ka precizitāte ir atkarīga arī no N, jo solis h ieiet tuvinātās īpašvērtības (d izteiksmē (skat. grafiku, ja N=4,M=40).
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Formulas (18),(20) var iegūt arī vispārīgam robežnosacījumam U|y=L=g(x), ja to izvirza pēc īpašfunkcijām 

Xk(x)=(2/l)0.5 exp(-a1x/2) sin((kx/l) rindā 
[image: image4.wmf])
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, Xk*(x)= (2/l)0.5 exp(a1x/2) sin((kx/l)- saistītās

problēmas īpašfunkcija (jāievēro biortonormētības nosacījums (Xk,Xn*) = (Xk,Xn*)* =(k,n-Kronekera simbols).

7.6 Uzdevumi.   

1) Atrast analītiskos atrisinājumus tipa (8), (10), ja PDV (2) f=Ux=0=Ux=l=0,

    U|y=L=5exp(-a1x/2)sin(2(x/l),U|y=0= exp(-a1x/2)sin((x/l) un aprēķināt  

    maksimālās starpības atkarībā no N, M, a1, a2.

2) Atrast analitiskos atrisinājumus tipa (8), (10), ja PDV(2), f=Ux=0=Ux=l=0,

    U|y=L=0, U|y=0= exp(-a1x/2)sin((x/l) un aprēķināt  maksimālās starpības 

    atkarībā no N, M, a1,a2.

3) Atrast analitiskos atrisinājumus tipa (8), (10), ja PDV (2)

    U|y=L= U|y=0=Ux=0=Ux=l=0, f(x,y)=y exp(-a1x/2)sin((x/l) un aprēķināt   

    maksimālās starpības   atkarībā no N, M, a1,a2.

4) Pārbaudīt analitiskā atrisinājumu formulu (5).

5) Pārbaudīt analitiskā atrisinājumu formulu (6).

6) Pārbaudīt analitiskā atrisinājumu formulu (7), ko lieto programmā “puas2”.

7) Pārbaudīt monotonitātes nosacījumus  (14) un (17).

8) Pārbaudīt DS (13) 6.kārtas aproksimāciju kvadrātiskā režģa gadījumā 

     PDV (1), ja f=const.

9) Pārbaudīt DS (13) 6.kārtas aproksimāciju kvadrātiskā režģa gadījumā 

     PDV (1), ja f=0.

10) Izveidot AVS (10) matricas A šablonu Neimaņa robežnosacījumiem.

11)  Uzzīmēt 4.kārtas aproksimācijas atrisinājuma virsmu, lietojot programmu “puas3”.

12)  Iegūt analitiskā atrisinājuma formu no (4), ja f(x,y)=xy, un saprogrammēt to.

13)  Vienkāršot programmu “ elipPDV”, ievadot 2 garās blakus diagonāles  ar MATLAB operatoru “ sparse diag” un pārbaudīt to.

14)  Realizēt 4.kārtas aproksimācijas DS Puasona PDV ar 1.veida robežnosacījumiem.
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